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Ââåäåíèå

Îäíîé èç îñíîâíûõ öåëåé ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè äåôîðìèðîâàíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ìåõàíè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ

ïîêàçûâàþò [31, 59, 77, 109], ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è

äåôîðìàöèÿìè ó ìíîãèõ ïðèðîäíûõ è êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ,

ïîäâåðãàåìûõ äèíàìè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò

ëèíåéíîé.

Ìîíîãðàôèÿ Ô.Ä. Ìóðíàãàíà [151] ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðâûõ ðà-

áîò, ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåííûõ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Áîëåå äå-

òàëüíîå èçó÷åíèå îñíîâ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðèíàäëåæèò Ë.È.

Ñåäîâó [116�118], Â.Â. Íîâîæèëîâó [100], Â. Ïðàãåðó [108], Ä. Áëåí-

äó [8, 143�145], À.È. Ëóðüå [84], Ð.Ñ. Ðèâëèíó [152], Ñ.Ê. Ãîäóíîâó [30],

Ä.Ä. Èâëåâó [54�56], Ë.À. Òîëîêîííèêîâó [121], Ì.À. Áèî [142], Ã. Êà-

óäåðåðó [58], È.È. Ãîëüäåíáëàíòó [32] è äð.

Â 60-70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà ïîÿâèëèñü ðàáîòû Ä. Áëåíäà [8],

Å.Ì. ×åðíûõ [130�132], À.Ä. ×åðíûøåâà [135], ×æó-Áî-Òå [146, 147],

Ã.Ô. Ôèëàòîâà [51, 124�126], ïîñâÿùåííûå èçó÷åíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

óäàðíûõ âîëí (ïîâåðõíîñòåé ñèëüíûõ ðàçðûâîâ) ñ ó÷åòîì íåëèíåéíûõ

ýôôåêòîâ. Ä. Áëåíä ðàññìîòðåë íà ïðèìåðå ïëîñêèõ âîëí â àäèàáàòè-

÷åñêîì ïðèáëèæåíèè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óäàðíûõ âîëí â óïðóãîé

ñðåäå ïðè ëèíåàðèçàöèè îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Èì ïðî-

âîäèëîñü èçó÷åíèå óäàðíûõ âîëí â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà, ïðåäïîëà-

ãàÿ îòñóòñòâèå ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé. Òàêæå áûëè ðàññìîòðå-

íû ïðîäîëüíûå óäàðíûå âîëíû ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Ä. Áëåíäîì

èññëåäîâàëèñü öèëèíäðè÷åñêèå ïðîäîëüíûå âîëíû â ñëó÷àå èçýíòðîïè-
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÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ â íåäåôîðìèðîâàííîé ñðåäå [8]. Èì áûëà ïîêà-

çàíà íåâîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñòî ïîïåðå÷íûõ óäàðíûõ âîëí â

ñëó÷àå ïëîñêèõ óäàðíûõ âîëí â íåäåôîðìèðîâàííîé óïðóãîé ñðåäå; óêà-

çàíà âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ óäàðíûõ âîëí êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè

(íà ýòîé âîëíå íå ìåíÿåòñÿ ìîäóëü ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé). ×æó-Áî-Òå

èññëåäîâàë îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ âîëí â íåñæèìàåìûõ

óïðóãèõ ñðåäàõ [146,147]. Îí âïåðâûå ïîëó÷èë çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé â ðàçðûâàõ, âû÷èñëèë ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ âîëí â

çàâèñèìîñòè îò ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé, ðàçðûâîâ êàñàòåëüíîãî

íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèé. Íà ïðèìåðå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ðåçè-

íû èì áûëî ïîëó÷åíî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ óäàðíîé âîëíû íàãðóçêè,

êàê ñëåäñòâèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà âîçìîæíûå ðàçðû-

âû. Å.Ì. ×åðíûõ [130�132] ðàññìîòðåë óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óäàð-

íûõ âîëí â ñðåäå, ïîä÷èíÿþùåéñÿ çàêîíó Ãóêà, íî äîïóñêàþùåé áîëü-

øèå äåôîðìàöèè. Òàêàÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ïîëó÷àëàñü

ïðè çàìåíå â çàêîíå Ãóêà òåíçîðà ìàëûõ äåôîðìàöèé íà òåíçîð äå-

ôîðìàöèé Àëüìàíñè, ó÷èòûâàÿ íåëèíåéíîñòü â êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîò-

íîøåíèÿõ. Ïîçæå äëÿ òàêîé æå ìîäåëè Ã.Ô. Ôèëàòîâûì [51, 124�126] è

À.Ä. ×åðíûøåâûì [135] áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óäàð-

íûõ âîëí ñ ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé, à òàêæå ñêîðîñòè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìîæíûõ òèïîâ óäàðíûõ âîëí.

Ñ íà÷àëà 70-õ ãîäîâ XX âåêà âñëåäñòâèå îòêàçà îò ìíîãèõ îãðà-

íè÷åíèé, â ðàìêàõ êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ íîâûå çíà÷è-

òåëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû À.À. Áóðåíèíûì è À.Ä. ×åðíû-

øåâûì [17,20]. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ âûáèðàþòñÿ â áîëåå îáùåé

ôîðìå. Èçó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîäîëüíûõ, êâàçèïðîäîëüíûõ
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óäàðíûõ âîëí, âû÷èñëåíû ñêîðîñòè èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïðîâåäåí òåð-

ìîäèíàìè÷åñêèé àíàëèç íåîáðàòèìîãî ïðîöåññà ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè

íà óäàðíîé âîëíå, âñëåäñòâèå êîòîðîãî äëÿ íåëèíåéíîé óïðóãîé ñðåäû

áûë ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû Öåìïëåíà (î ñóùåñòâîâàíèè óäàðíûõ âîëí

ñæàòèÿ â èäåàëüíîì ãàçå).

Â 80-å ãîäû çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû â èññëåäîâàíèè ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ ïëîñêèõ âîëí â äåôîðìèðîâàííîé óïðóãîé ñðåäå óäàëîñü ïîëó-

÷èòü À.Ã. Êóëèêîâñêîìó è Å.È. Ñâåøíèêîâîé [63, 67�70, 114]. Èìè áû-

ëî ïðîâåäåíî çàìêíóòîå èññëåäîâàíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ è çàêî-

íîìåðíîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ óäàðíûõ âîëí, èçó÷åíû óñëîâèÿ

ýâîëþöèîííîñòè ðàçðûâîâ íà ïëîñêîñòè. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü íà

îñíîâå äåâÿòè êîíñòàíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà.

Ý.Â. Ëåíñêèé [80�82] â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðîäåëàë ïîäîáíóþ ðàáîòó

äëÿ óïðóãîé ñðåäû ñ óïðóãèì ïîòåíöèàëîì, ñîñòîÿùèì èç äâóõ ñëàãà-

åìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ çàâèñåëî òîëüêî îò îäíîãî (ïåðâîãî èëè âòî-

ðîãî) èíâàðèàíòà òåíçîðà äåôîðìàöèé. Ðàáîòû ïåðå÷èñëåííûõ àâòîðîâ

ñäåëàëè èçó÷åíèå ïëîñêèõ óäàðíûõ âîëí â íåëèíåéíî-óïðóãèõ ñðåäàõ

çàâåðøåííîé îáëàñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü ðÿä ðàáîò äðóãèõ ó÷åíûõ [12,78,79], ïîñâÿùåí-

íûå èññëåäîâàíèþ ïðîáëåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ âîëí â íåñæèìà-

åìûõ óïðóãèõ ñðåäàõ.

Èçó÷åíèå ïðîöåññîâ óäàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ â áîëåå ñëîæíûõ

ñðåäàõ ïðèíàäëåæèò À.Ã. Êóëèêîâñêîìó [64], Å.È. Ñâåøíèêîâîé [115],

Õ. Õàíó [128].

Ñðåäè íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü

íåîäèíàêîâûé ïî ìîäóëþ äåôîðìàöèîííûé îòêëèê ìàòåðèàëîâ íà ïðè-
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ëîæåíèå ðàçëè÷íîé ïî çíàêó íàãðóçêè. Òàêèì ñâîéñòâîì, íàçûâàåìûì

ðàçíîìîäóëüíîñòüþ, îáëàäàåò ìíîæåñòâî ìèêðîíåîäíîðîäíûõ è ìèêðî-

ðàçðóøåííûõ ñðåä [7, 85, 99, 112]. Ðàçëè÷èå â ìîäóëå Þíãà ïðè ñæà-

òèè è ðàñòÿæåíèè ñòåðæíÿ äîñòèãàåò äëÿ êîíñòðóêöèîííûõ ñòàëåé 5%,

àëþìèíèÿ � 10%, ÷óãóíà � 20% è âûøå [31, 59, 77]. Îñîáåííî çíà÷è-

òåëüíî ýòî ðàçëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ ó ïðèðîäíûõ è êîìïîçèòíûõ ìàòåðèà-

ëîâ [24,33]. Ýòà îñîáåííîñòü ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ïðèñóùàÿ ìàòåðèà-

ëàì ñ ìèêðîíåîäíîðîäíîñòÿìè è ìèêðîíàðóøåíèÿìè ñïëîøíîñòè, ïðè-

âîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ñïåöèôè÷åñêèõ ýôôåêòîâ â ïðîöåññàõ äåôîðìè-

ðîâàíèÿ óïðóãèõ ñðåä, êîòîðûå íå îòìå÷àþòñÿ êëàññè÷åñêèìè òåîðèÿìè.

Ïðè äåôîðìèðîâàíèè ìèêðîäåôåêòû ñïëîøíîñòè íàðóøàþò èçî-

òðîïèþ ïðî÷íîñòíûõ è äåôîðìàöèîííûõ ñâîéñòâ ñðåäû, ÷òî îñîáåííî

õàðàêòåðíî â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîãî ñîñòîÿíèÿ (îòêðûòèå è çàêðûòèå

êàâåðí è òðåùèí, ñèíãóëÿðíàÿ íåëèíåéíîñòü êîíòàêòíûõ ñâîéñòâ ìåæäó

ôðàêöèÿìè ãåòåðîãåííûõ è êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ).

Âëèÿíèå ìèêðîíåîäíîðîäíîñòåé ìîæíî ó÷åñòü íà îñíîâå âû÷èñëå-

íèÿ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê (ýôôåêòèâíûõ óïðóãèõ ìîäóëåé, ïà-

ðàìåòðîâ ïîâðåæäàåìîñòè è ò.ï.) ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ, ÷å-

ìó è ïîñâÿùåíû ðàáîòû îòå÷åñòâåííûõ ó÷åíûõ Ò.Ä. Øåðìåðãîðà [141],

Â.Â. Äóäóêàëåíêî è Â.À. Ìèíàåâà [50], À.Â. ×èãàðåâà [136], Â.Â. Áî-

ëîòèíà è Â.Ì. Ìîñêàëåíêî [11], Ã.Ô. Ôèëàòîâà [127]. Âëèÿíèå ìèêðî-

ðàçðóøåííîñòè ìàòåðèàëîâ ïûòàëèñü ó÷åñòü ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ýôôåê-

òèâíûõ ïðî÷íîñòíûõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèé î ãåîìåòðèè

ðàçðóøåííîñòè (øèðèíû ðàñêðûòèÿ òðåùèí, êîíòàêòíûõ îñîáåííîñòåé

ïî áåðåãàì òðåùèí, îðèåíòàöèè è ðàñïðåäåëåíèÿ òðåùèí â ìàòåðèàëå è

äð.) Êàïóñòÿíñêèé Ñ.Ì. [57], Ðóïïåíåéò Ê.Â. [110] è äð.
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Â ïåðâûõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ íåïîñðåäñòâåííî ìîäåëèðîâàíèþ

ñðåä ñ ñèíãóëÿðíûì ïîâåäåíèåì â îêðåñòíîñòÿõ ñâîáîäíîãî ñîñòîÿíèÿ

[3�5, 140, 148], àâòîðû â êà÷åñòâå îñíîâû èñïîëüçîâàëè ìîäåëü ëèíåé-

íîãî óïðóãîãî òåëà. Îäíàêî çàêîí Ãóêà èçìåíÿëè òàêèì îáðàçîì, ÷òî

óïðóãèì ïîñòîÿííûì ïðèñâàèâàëèñü ðàçíûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò

çíàêà íàïðÿæåíèé. Ïîñêîëüêó íàïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé õàðàêòå-

ðèñòèêîé, òî âîçíèêàëà íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà èíâàðèàíòîâ íàïðÿæå-

íèé, ïî çíàêàì êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ.

Ýòî ïðèâåëî ê ðàçíîîáðàçèþ îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè íà ðàçíî-

ìîäóëüíûé ñëó÷àé.

Â ìîäåëÿõ ðàçíîñîïðîòèâëÿþùåéñÿ óïðóãîé ñðåäû [28, 83, 92�95,

106, 120, 123, 129] ïîëàãàëîñü íàëè÷èå íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé çàâèñè-

ìîñòè óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ îò õàðàêòåðà äåôîðìèðîâàííîãî èëè íàïðÿ-

æåííîãî ñîñòîÿíèé. Â.Ì. Ïàíôåðîâ [106] ïðåäëîæèë ñ÷èòàòü ìîäóëü

ñäâèãà íåêîòîðîé ôóíêöèåé îòíîøåíèÿ îáúåìíîé äåôîðìàöèè ê èíòåí-

ñèâíîñòè äåôîðìàöèé, à ìîäóëü âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ òàêæå íåêîòî-

ðîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé çíàêà îáúåìíîé äåôîðìàöèè. Ââåäåííûå

â îïðåäåëÿþùèå ìîäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ôóíêöèè ïðåäëàãàëîñü îïðå-

äåëÿòü ñ ïîìîùüþ ýêñïåðèìåíòîâ. Þ.Í. Ðàáîòíîâ è Å.Â. Ëîìàêèí [83]

ðàññìàòðèâàëè óïðóãèé ïîòåíöèàë çàâèñÿùèì îò òàêèõ æå ïðîèçâîëü-

íûõ ôóíêöèé. Íàëè÷èå ïðîèçâîëà â ìîäåëÿõ, ñâÿçàííîãî ñ íåîïðåäåëåí-

íîñòüþ â âûáîðå ïîäîáíûõ ôóíêöèé, äåëàëè èõ ñâîáîäíûìè îò íåòî÷-

íîñòåé ïðåäûäóùèõ ìîäåëåé. Îäíàêî äëÿ âñåõ ìîäåëåé íåîáõîäèìà êîí-

êðåòèçàöèÿ ïîñòóëèðóåìûõ çàâèñèìîñòåé ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòîâ.

À.À. Çîëî÷åâñêèé [52, 53] ïðåäëîæèë ïîòåíöèàë äåôîðìàöèé äëÿ

ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäû, çàâèñÿùèé íå îò âèäà íàïðÿæåííîãî
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ñîñòîÿíèÿ, ðåàëèçóåìîãî â òåëå ïðè äåôîðìèðîâàíèè, à îò íåêîòîðîãî

ýêâèâàëåíòíîãî. Ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëà è

óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ èçîòðîïèè. Ê íåäîñòàòêàì ìîäåëè ñëåäóåò

îòíåñòè òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îíà â îäíîîñíîì ñëó÷àå ïðè óìåíüøå-

íèè ðàçíèöû ìåæäó óïðóãèìè ìîäóëÿìè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè íå

ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû.

Â ðàáîòå [113] ïðåäëîæåíû êîíêðåòíûå ìîäåëè äëÿ èçîòðîïíûõ

óïðóãèõ ñðåä ñ ðàçíûìè óïðóãèìè ïîñòîÿííûìè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæà-

òèè. Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû çàäàþòñÿ âûáðàííûì âèäîì óïðóãî-

ãî ïîòåíöèàëà, â êîòîðîì ïîñòîÿííûå îïðåäåëÿþòñÿ çíàêîì ñëåäà òåí-

çîðà íàïðÿæåíèé è åùå íåêîòîðîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà, ñâÿ-

çàííîãî ñ âèäîì íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëüíûìè

ñîîòíîøåíèÿìè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü íåîáõîäè-

ìûå äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ åùå äî

ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî êàêèì-ëèáî âíåøíèì ïðèçíàêàì. ×àñòî ýòî ñäåëàòü

íåâîçìîæíî.

Ñóùåñòâóåò åùå öåëûé ðÿä ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ðàçíîìîäóëü-

íûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ðåîëîãè÷åñêèõ ñõåì [112],

ïóòåì îñîáîãî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä óïðóãîãî ïîòåíöèàëà ñðåäû [99] èëè èñ-

ïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-ëèíåéíûõ èíâàðèàíòîâ íàïðÿæåíèé [23].

Â.Ï. Ìÿñíèêîâûì â ðàáîòå [96] äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèÿ ðàçíî-

ãî ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ áûëî ïðåäëîæåíî

âûáðàòü â êà÷åñòâå óïðóãîãî ïîòåíöèàëà ôóíêöèþ, íåàíàëèòè÷åñêóþ

â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîãî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîé ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ

â ïðàâîé ÷àñòè âûïèñàííîãî ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò êëàññè÷åñêóþ
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óïðóãóþ ñðåäó, à ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ äîáàâêîé, ñâÿçàííîé

ñ ìèêðîðàçðóøåííîñòüþ ìàòåðèàëîâ è îïðåäåëÿþùåé èõ ñîïðîòèâëå-

íèå ïðè ñæàòèè è ðàñòÿæåíèè. Îñîáåííîñòè äàííîé ìîäåëè èçó÷àëèñü

ïîçäíåå â ðàáîòàõ [29,35,86�88,97,101]. Â.Ï. Ìÿñíèêîâûì è À.È. Îëåé-

íèêîâûì [98, 102, 103] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñëàãàåìûå òèïà ïîñëåäíåãî

â òàêîé çàâèñèìîñòè ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè ôóíêöèè óïðóãîãî

ïîòåíöèàëà â ðÿä îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì

ôóíêöèÿì. Äàííàÿ çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåò èçîòðîïíóþ óïðóãóþ ñðåäó,

îáëàäàþùóþ ðàçíîé ðåàêöèåé íà ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå. Ïîñòðîåííóþ íà

îñíîâå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé â äàëüíåéøåì ñòàëè íà-

çûâàòü ìîäåëüþ Ìÿñíèêîâà-Îëåéíèêîâà. À.È. Îëåéíèêîâûì ïðîâåäåíà

çíà÷èòåëüíàÿ ðàáîòà [103] ïî ðàçðàáîòêå ìåòîäèê îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé

ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëà â òàêîé çàâèñèìîñòè ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ òàêèõ ïîñòîÿííûõ äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà

ïðèðîäíûõ ìàòåðèàëîâ, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî êîòîðûì îêàçà-

ëèñü äîñòóïíûìè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííûå ìåòîäèêè

äîâåäåíû äî ïîëüçîâàòåëüñêèõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèõ

âû÷èñëèòü ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà ïî äàííûì ýòàëîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Îñîáîå ïîëîæåíèå â îáçîðå ðàáîò ïî ñâîéñòâàì óäàðíûõ âîëí â

êóñî÷íî-ëèíåéíûõ óïðóãèõ ñðåäàõ çàíèìàþò ðàáîòû À.Ã. Êóëèêîâñêî-

ãî è Ë.À. Ïåêóðîâñêîé [65, 66]. Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå ðàññìîòðåíû

ïëîñêèå óäàðíûå è ïðîñòûå âîëíû â ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäå,

èçó÷åíû îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå ðàçðûâû, ñëåäóþùèå èç óñëîâèÿ

èõ ýâîëþöèîííîñòè è òåðìîäèíàìèêè.

Ñâîéñòâà ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðûå èìåþò îñîáåííîñòü ïðè íó-

ëåâûõ çíà÷åíèÿõ èñêîìûõ ôóíêöèé, â ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäå

11



èçó÷àëèñü Â.Ï. Ìàñëîâûèì è Ï.Ï. Ìîñîëîâûì â [90]. Ïîñòðîåíà îá-

ùàÿ òåîðèÿ ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæå-

íèå èçîòðîïíîé ñðåäû, èìåþùåé ðàçëè÷íûå óïðóãèå ïîñòîÿííûå ïðè

îäíîîñíûõ íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèÿõ. Èçó÷àëèñü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ è çàêîíîìåðíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìîæíûõ îäíîìåðíûõ ðàçðû-

âîâ ïðîèçâîäíîé ãðàäèåíòà ïåðåìåùåíèé. Â äàííîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå

ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà, îá îòðàæåíèè âîëíû ñæàòèÿ

îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû, î ðàçðûâàõ, ïðèâîäÿùèõ ê íàðóøåíèþ ñïëîø-

íîñòè, î ïàäåíèè ðàçðåæåííîé ñèñòåìû â ïîëå ñèëû òÿæåñòè íà æåñò-

êîå îñíîâàíèå. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó îäíîìåðíîñòè ðàññìîòðåííûõ çàäà÷

â [90, 91] ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïðîäîëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ðàçðûâîâ

(ïðîäîëüíûå óäàðíûå âîëíû). Íàëè÷èå ñèíãóëÿðíîñòè ïîâåäåíèÿ ðàç-

íîìîäóëüíîãî ìàòåðèàëà â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîãî ñîñòîÿíèÿ çàòðóäíÿ-

åò èññëåäîâàíèå òàêèõ ñðåä. Äàæå â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà ìîäåëüíûõ

óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ñîîòíîøåíèþ è èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò

òîëüêî îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé [90], ðåøåíèå çàäà÷è íå

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷àì êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Âûñîêîñêîðîñòíûå ïðîöåññû èçãîòîâëåíèÿ è óïðî÷íåíèÿ èçäåëèé

òàêèå, êàê øòàìïîâêà, êîâêà, ïðîáèâàíèå òî÷íûõ îòâåðñòèé â êîíñòðóê-

öèîííûõ ýëåìåíòàõ, ñâàðêà âçðûâîì è äðóãèå ïðîâîäèòñÿ ñ óäàðíûì

âîçäåéñòâèåì íà ìàòåðèàë. Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ óäàðíîãî äåôîð-

ìèðîâàíèÿ ñâÿçàíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñ íåîáõîäèìîñòüþ îïðåäåëåíèÿ

âîëíîâûõ êàðòèí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî äåôîðìèðóåìîìó ìàòåðèàëó,

îñîáåííîñòåé âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíîâûõ ôðîíòîâ ñ ïðåãðàäàìè è ìåæäó

ñîáîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ äåôîðìàöèé èçìåíåíèÿ

ôîðìû è îáúåìà îêàçûâàþòñÿ âçàèìîçàâèñèìûìè, à ðàçðûâû äåôîðìà-
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öèé êîìáèíèðîâàííûìè [8,22,51,67,71].

Êîãäà îñíîâíûì èíòåðåñîì ÿâëÿþòñÿ çàêîíîìåðíîñòè ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ ïî ñðåäå äåôîðìàöèé èçìåíåíèÿ ôîðìû, à èçìåíåíèå îáúåìà ëþ-

áîãî ýëåìåíòà äåôîðìèðóåìîãî òåëà íåâîçìîæíî, òî äåôîðìèðóåìóþ

ñðåäó ïîëàãàþò íåñæèìàåìîé, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò àíàëèç [12].

Èäåàëèçèðîâàííàÿ ìîäåëü íåñæèìàåìîé íåëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû äî-

ñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ðÿäà ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ, íà-

ïðèìåð, êàó÷óêîïîäîáíûå ìàòåðèàëû. Ïðîáëåìà ïîñòàíîâêè è ìåòîäû

ðåøåíèÿ îáîáùåííûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äèíàìèêè íåñæèìàåìûõ

óïðóãèõ ñðåä îòíîñèòñÿ ê àêòóàëüíûì â ñîâðåìåííîé ìåõàíèêå.

Â îñíîâíîì ðåøàëèñü àâòîìîäåëüíûå çàäà÷è. Òàêèå ðåøåíèÿ çà-

äà÷ äèíàìèêè äåôîðìèðîâàíèÿ òâåðäûõ òåë, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëü-

íûå íàêëàäûâàåìûå îãðàíè÷åíèÿ, îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ïîëåçíûìè. Èõ

ðåøåíèå äàåò ñâåäåíèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü óæå íà ñòàäèè

ïîñòàíîâêè áîëåå ñëîæíûõ, íåàâòîìîäåëüíûõ çàäà÷. Áîëåå òîãî, àâòî-

ìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ýòèõ çàäà÷àõ â êà÷åñòâå

íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Åùå â ñåðåäèíå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Ä. Áëåíäîì [8] áûëà

ðåøåíà àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à ñ óäàðíîé âîëíîé ïîñòîÿííîé èíòåíñèâ-

íîñòè. Ðåøåíèÿ àâòîìîäåëüíûõ çàäà÷ äèíàìèêè íåëèíåéíî óïðóãîé ñðå-

äû ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [1, 2, 13, 17�19,21,27, 49, 70,89, 130,130,137,138].

Îãðîìíûé èíòåðåñ ó÷åíûõ âûçâàëè àâòîìîäåëüíûå çàäà÷è â óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêîé ñðåäå [6,9,10,25,60�62,107,111,119]. Ïëîñêèå àâòîìîäåëü-

íûå çàäà÷è ïðè óñëîâèè ïëàñòè÷íîñòè Ìèçåñà ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ

Ã.Ã. Áëåéõà ñ ñîàâòîðàìè [9, 10]. Ã.È. Áûêîâöåâûì [25] èçó÷àëîñü îòðà-

æåíèå ñäâèãîâîé âîëíû â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå, ðàññìîòðåííîå äàëåå
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äëÿ ðàçëè÷íûõ ñðåä â [6].

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðåøàþòñÿ àâòîìîäåëüíûå çàäà÷è, ó êîòîðûõ

â ìîäåëü òâåðäîãî òåëà âêëþ÷åíû ýôôåêòû, îáóñëîâëåííûå äèñïåðñèåé

âîëí, àíèçîòðîïèåé è âÿçêîñòüþ ñðåäû [72�74,115,137,139]. Àâòîìîäåëü-

íûå äâèæåíèÿ ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäû èçó÷àëèñü â [14,34].

Â ðàáîòå [149, 150] Ñ.Í.Ãàâðèëîâà íà îñíîâå ìîäåëè Ìÿñíèêîâà-

Îëåéíèêîâà ðåøàþòñÿ çàäà÷è îá îäíîìåðíîì äâèæåíèè òî÷åê ñðåäû

ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ìàòåðèàëà íà ïðèìåðå ïðîäîëüíûõ êîëåáà-

íèé ñòåðæíÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûé çäåñü îáçîð ïóáëèêàöèé, íå ïðåòåí-

äóþùèé íà ïîëíîòó è çàêîí÷åííîñòü, äåìîíñòðèðóåò íåñîìíåííóþ àê-

òóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé, ïðåäïðèíÿòûõ â äèññåðòàöèè. Îñíîâíàÿ ïî-

ñòàâëåííàÿ â ðàáîòå öåëü � èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ

äåôîðìàöèé â íåëèíåéíûõ óïðóãèõ ñðåäàõ ñ íåêëàññè÷åñêèìè ñâîéñòâà-

ìè (íåëèíåéíîé íåñæèìàåìîñòüþ, íåîäèíàêîâûì ñîïðîòèâëåíèåì ðàñòÿ-

æåíèþ-ñæàòèþ è ðàçíîíàïðàâëåííûì ñäâèãàì) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåîá-

õîäèìûå ñâåäåíèÿ äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàð-

íûõ êðàåâûõ çàäà÷ óäàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,

ìîãóò ñëóæèòü òåñòîâûìè äëÿ ðàçðàáîòêè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðàñ-

÷åòà óäàðíî-âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â òåõíîëîãè÷åñêîé ïðàêòèêå îáðàáîòêè

ìàòåðèàëîâ âçðûâîì, øòàìïîâêîé, êîâêîé.

Â ïåðâîé ãëàâå ñîäåðæàòñÿ òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ â óïðóãèõ òåëàõ. Â ïåð-

âîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëè äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû â ñëó÷àå

àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.
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Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ìîäåëüíûå ñîîòíîøå-

íèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè íåëèíåéíî-óïðóãèõ èçîòðîïíûõ

ñðåä. Ïåðâûé ïóíêò ïîñâÿùåí íåñæèìàåìîé íåëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäå.

Âî âòîðîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçíîìî-

äóëüíîé èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû [96] ñ óïðóãèì ïîòåíöèàëîì, ó÷èòû-

âàþùèì âçàèìíîå âëèÿíèå îáúåìíûõ è ñäâèãîâûõ äåôîðìèðîâàíèé (äè-

ëàòàöèþ). Â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè óïðóãèé ïîòåíöèàë, ïðåä-

ëîæåííûé â [96] ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

Ñ öåëüþ èçáåæàòü âîçíèêàþùèå ñëîæíîñòè â òðåòüåì ïóíêòå ïðèâî-

äèòñÿ èçìåíåííûé âèä óïðóãîãî ïîòåíöèàëà, ïîçâîëÿþùèé èçáàâèòüñÿ

â ìîäåëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ îò ýôôåêòà äèëàòàöèè. Â ÷åòâåðòîì ïóíê-

òå ïðèâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ èçîòðîïíîé íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû â

ñëó÷àå ñäâèãîâîé ðàçíîìîäóëüíîñòè.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ïîâåðõ-

íîñòåé ñëàáûõ è ñèëüíûõ ðàçðûâîâ. Ïðèâåäåíû óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè

(ãåîìåòðè÷åñêèå, êèíåìàòè÷åñêèå, äèíàìè÷åñêèå è òåðìîäèíàìè÷åñêîå),

íàêëàäûâàþùèå îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà èçìåíåíèå âåëè÷èí, ïðå-

òåðïåâàþùèõ ðàçðûâ íà äâèæóùèõñÿ âîëíîâûõ ôðîíòàõ.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå íà îñíîâå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìî-

äåëè íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû ïðîâåäåí àíàëèç ñèñòåìû óðàâíåíèé,

ñâÿçûâàþùåé ðàçðûâû êîìïîíåíò ãðàäèåíòà âåêòîðà ïåðåìåùåíèé òî-

÷åê ñðåäû íà óäàðíîé âîëíå è ñêîðîñòü ñàìîé âîëíû. Óñëîâèÿ ðàçðåøè-

ìîñòè òàêîé ñèñòåìû ïðè èçâåñòíûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèÿõ è

äâèæåíèè ñðåäû ïåðåä âîëíîé ïîçâîëèëè çàïèñàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ âîçìîæíûõ òèïîâ óäàðíûõ âîëí ïðè äåôîðìèðîâàíèè íåñæèìàåìîé

íåëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû � âîëíû ñäâèãîâîé íàãðóçêè, óâåëè÷èâàþùåé

15



ìîäóëü ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà, è âîëíû êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè [71],

ðàçâîðà÷èâàþùåé ïðåäâàðèòåëüíûé ñäâèã â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì

ãðàíè÷íûì âîçäåéñòâèåì.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ïîëó÷åíû âîçìîæíûå ñêîðîñòè

äâèæåíèÿ ïëîñêîñòåé ñèëüíûõ è ñëàáûõ ðàçðûâîâ ïðè îäíîîñíîì äå-

ôîðìèðîâàíèè ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäû. Ïðèâåäåíà êëàññèôèêà-

öèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé êâàçèëèíåéíîãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ, ïîäîáíàÿ ïðèíÿòîé â [90] .

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòàíîâêàì è ðåøåíèþ ðÿäà àâòîìî-

äåëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìèêè äåôîðìèðîâàíèÿ íåñæèìàåìîé óïðó-

ãîé ñðåäû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå çàäà÷è îäíîìåðíîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ äâóõ èäóùèõ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ïëîñêèõ ñäâèãîâûõ óäàð-

íûõ âîëí, ïîëÿðèçîâàííûõ â ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè

ñòîëêíîâåíèè ñäâèãîâûå âîëíû ïîðîæäàþò äâå ãðóïïû îòðàæåííûõ âîë-

íîâûõ ôðîíòîâ, äâèæóùèõñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïîëó-

÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî ñëó÷àÿ:

îòðàæåíèå ÷åòûðåõ óäàðíûõ âîëí, äâèæóùèõñÿ ïîïàðíî â ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ; îòðàæåíèå äâóõ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ

ïàêåòîâ, ñîñòîÿùèõ èç ïðîñòîé âîëíû Ðèìàíà è óäàðíîé âîëíû êàæäûé;

îòðàæåíèå êîìáèíèðîâàííûõ ïàêåòîâ, êîãäà â îäíîì íàïðàâëåíèè äâè-

æóòñÿ äâå óäàðíûå âîëíû, à â äðóãîì � ïðîñòàÿ âîëíà Ðèìàíà è óäàðíàÿ

âîëíà. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè êàæäîé ïîñòàíîâêè êðàåâîé çà-

äà÷è ïðîâîäèòñÿ àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ

è òåðìîäèíàìèêè íà âîëíîâûõ ôðîíòàõ.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðîâåäåíà ïîñòàíîâêà è ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå

ðåøåíèÿ ðÿäà íåñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ îäíîîñíîãî óäàðíîãî äå-

16



ôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîé ñðåäû, ïî-ðàçíîìó ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ðàñòÿæå-

íèþ è ñæàòèþ: î âîçíèêíîâåíèè óäàðíîé âîëíû ïðè îäíîîñíîì óäàð-

íîì äåôîðìèðîâàíèè ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà; î

âîçíèêíîâåíèè ïîêîÿùåéñÿ îáëàñòè ïîñòîÿííûõ ïåðåìåùåíèé ïðè îä-

íîîñíîì óäàðíîì äåôîðìèðîâàíèè ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ïîëóïðî-

ñòðàíñòâà; îá îòðàæåíèè ïëîñêèõ îäíîìåðíûõ âîëí ñæàòèÿ è ðàçðåæå-

íèÿ îò æåñòêî çàêðåïëåííîé ãðàíèöû ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ñëîÿ; î

ïëîñêîé îäíîìåðíîé âîëíå ñæàòèÿ è ðàçðåæåíèÿ, ïàäàþùåé íà ñâîáîä-

íóþ ãðàíèöó ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ñëîÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíè÷íûå

âîçìóùåíèÿ ìîãóò ïðèâîäèòü ê âîçíèêíîâåíèþ óäàðíûõ âîëí, äâèæó-

ùèõñÿ ñëîåâ íåäåôîðìèðîâàííîé ñðåäû. Çäåñü æå ðàññìîòðåíû àíàëî-

ãè÷íûå êðàåâûå çàäà÷è óäàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû ñ ðàçíîìîäóëü-

íûì ñîïðîòèâëåíèåì ñäâèãó âäîëü âûáðàííîé îñè.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îñîáåííîñòåé ïîñòðîåíèÿ

îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ óäàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ðàçíî-

ìîäóëüíîãî óïðóãîãî ìàòåðèàëà â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïî-

ëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ î âîçíèêíîâåíèè ñõîäÿ-

ùèõñÿ è ðàñõîäÿùèõñÿ âîëí ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âñåñòîðîííåì ñæàòèè-

ðàñòÿæåíèè (ðàñòÿæåíèè-ñæàòèè) ñôåðè÷åñêèõ ãðàíèö.

Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ãëàâàõ äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë,

ïåðâûé íîìåð îáîçíà÷àåò íîìåð ãëàâû. Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû íó-

ìåðàöèÿ ñêâîçíàÿ. Ðèñóíêè è ãðàôèêè ïîìåùåíû â òåêñò. Íóìåðàöèÿ

ðèñóíêîâ ñêâîçíàÿ ïî âñåìó òåêñòó.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â [15, 16, 36�48,

75,76].
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1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëåé äèíàìè÷åñêè

äåôîðìèðóåìîé èçîòðîïíîé íåëèíåéíî-óïðóãîé

ñðåäû

1.1 Ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äèíàìè÷åñêè

äåôîðìèðóåìîé óïðóãîé ñðåäû

Äâèæåíèå òî÷êè íåêîòîðîãî âûäåëåííîãî îáúåìà V â ïðîöåññå

äåôîðìèðîâàíèÿ áóäåì èçó÷àòü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ïå-

ðåìåííûõ Ýéëåðà. Òàêîå äâèæåíèå â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çà-

äàåòñÿ ôóíêöèÿìè

ai = ai(x1, x2, x3, t), (1.1)

ãäå ai � ìàòåðèàëüíûå (ëàãðàíæåâû) êîîðäèíàòû, xi � ïðîñòðàíñòâåí-

íûå (ýéëåðîâû) êîîðäèíàòû òî÷êè ñðåäû, t � âðåìÿ. Çäåñü è â äàëü-

íåéøåì ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3 .

Ïðèìåì ãèïîòåçó î ñïëîøíîñòè äåôîðìèðóåìîé ñðåäû, áëàãîäàðÿ

÷åìó ìîæíî ââåñòè âåêòîð ïåðåìåùåíèé òî÷åê ñðåäû ñ êîìïîíåíòàìè

ui = ui(x1, x2, x3, t) = xi − ai. (1.2)

Êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé òî÷åê ñðåäû υi ñâÿ-

çàíû ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ñîîòíîøåíèÿìè

υi = u̇i + υjui,j, (1.3)

à êîìïîíåíòû âåêòîðà óñêîðåíèé

ωi = υ̇i + υjυi,j. (1.4)

Çäåñü èíäåêñîì ïîñëå çàïÿòîé îáîçíà÷åíà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíê-

öèè ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå xi (f,i =
∂f

∂xi
) ,
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òî÷êîé � ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïî âðåìåíè (ḟ = ∂f
∂t ) . Òàêæå

ïðèíÿòî ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì (υiui,j =
3∑

i=1

υiui,j) .

Òâåðäûå òåëà ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñèë â òîé

èëè èíîé ñòåïåíè ìîãóò ìåíÿòü ñâîé îáúåì è ôîðìó. Îãðàíè÷èìñÿ ðàñ-

ñìîòðåíèåì òàêèõ âîçäåéñòâèé íà òåëà, êîòîðûå íå ïðèâîäÿò ê íåîáðà-

òèìîìó èçìåíåíèþ îáúåìà è ôîðìû, ò.å. èçó÷àòü áóäåì óïðóãîå äåôîð-

ìèðîâàíèå ñïëîøíîé ñðåäû.

Â êà÷åñòâå ìåðû äåôîðìàöèé ïðèìåì òåíçîð êîíå÷íûõ äåôîðìà-

öèé Àëüìàíñè ñ êîìïîíåíòàìè

αij =
1

2
(δij − ak,iak,j) ,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñ ó÷åòîì (1.2) êîìïîíåíòû αij ìîæíî

çàïèñàòü â ôîðìå

αij =
1

2
(ui,j + uj,i − uk,iuk,j) . (1.5)

Òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé εij ñâÿçàí ñ òåíçîðîì äåôîðìàöèé

Àëüìàíñè αij ñîîòíîøåíèÿìè [108,116]

εij =
1

2
(υi,j + υj,i) =

dαij

dt
+ υm,iαmj + υm,jαmi.

Äëÿ âûáðàííîãî äåôîðìèðóåìîãî îáúåìà V , îãðàíè÷åííîãî ïî-

âåðõíîñòüþ Ω , íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èì-

ïóëüñà, ýíåðãèè, êîòîðûå â èíòåãðàëüíîé ôîðìå èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

d

dt

∫
V

ρdV = 0, (1.6)

d

dt

∫
V

ρυidV =

∫
Ω

σijnjdΩ, (1.7)
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d

dt

∫
V

ρ
(υjυj

2
+ E

)
dV =

∫
Ω

(σijυinj − qjnj) dΩ. (1.8)

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû â òåêóùåì ñîñòîÿíèè, σij � êîìïîíåíòû

òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè-Ýéëåðà, nj � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü

ê ïîâåðõíîñòè Ω , qj � êîìïîíåíòû âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêà, E �

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè.

Ñîîòíîøåíèÿ (1.6) � (1.8), åñëè âõîäÿùèå â íèõ ôóíêöèè íåïðå-

ðûâíû è äèôôåðåíöèðóåìû â îáúåìå V , ïðèâîäÿò â ëîêàëüíîé ôîð-

ìóëèðîâêå ê óðàâíåíèÿì

� íåðàçðûâíîñòè
∂ρ

∂t
+ (ρυj),j = 0, (1.9)

� äâèæåíèÿ

ρ

(
∂υi
∂t

+ υjυi,j

)
= σij,j, (1.10)

� áàëàíñà ýíåðãèè

ρ

(
∂E

∂t
+ υjE,j

)
= σijεij − qj,j. (1.11)

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (1.9) áóäåì èñïîëüçîâàòü â ôîðìå Ëàã-

ðàíæà [32]

ρ

ρ0
=

(
1− 2I1 + 2I21 − 2I2 −

4

3
I31 + 4I1I2 −

8

3
I31

)1/2

,

I1 = αii, I2 = αijαji, I3 = αikαkjαji,

(1.12)

ãäå ρ0 � ïëîòíîñòü ñðåäû â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, I1, I2, I3 �

èíâàðèàíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé.

Òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû, ó÷àñòâóþùåé â ïðî-

öåññå äåôîðìèðîâàíèÿ, ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà T è êîì-

ïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé αij . Èç ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè
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ñëåäóåò óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè S = S(x1, x2, x3, t) :

ρT
dS

dt
+ qj,j = 0.

Ïðèìåì, ÷òî èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû ïðîèñõîäèò àäèàáà-

òè÷åñêè ( S = const ). Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññû ïîãëîùåíèÿ èëè ïîòåðè

òåïëà è ïðîöåññ òåïëîïåðåäà÷è ïðîèñõîäÿò ñóùåñòâåííî áîëåå ìåäëåííî,

÷åì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ äåôîðìàöèé. Òîãäà àáñîëþòíàÿ òåìïåðà-

òóðà T ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì âíóòðåííèì ïàðàìåòðîì ñðåäû. Âíåø-

íèìè ïàðàìåòðàìè ñðåäû ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé

αij , à ôóíêöèÿìè ñîñòîÿíèÿ � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ψ , âíóòðåííÿÿ ýíåð-

ãèÿ E è ýíòðîïèÿ S .

Â ðàìêàõ ïðèíÿòîãî àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ â êà÷åñòâå

ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ âìåñòî ïëîòíîñòè âíóòðåííåé ýíåðãèè E(S, αij) áó-

äåì èñïîëüçîâàòü óïðóãèé ïîòåíöèàë W , çàâèñÿùèé òîëüêî îò êîìïî-

íåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé:

W (αij) = ρ0E(S, αij), S = const. (1.13)

Ñðåäó áóäåì ñ÷èòàòü èçîòðîïíîé, ïîýòîìó óïðóãèé ïîòåíöèàë W

ìîæíî ñ÷èòàòü çàâèñÿùèì òîëüêî îò èíâàðèàíòîâ òåíçîðà äåôîðìàöèé

W = W (I1, I2, I3) . Ïîòåíöèàë W îïðåäåëÿåò ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà

äåôîðìèðóåìîãî ìàòåðèàëà, âèä ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ýìïèðè-

÷åñêè.

Ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé è

òåíçîðà äåôîðìàöèé, ÿâëÿþòñÿ íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì áàëàíñà ýíòðîïèè

ñëåäñòâèåì ïåðâîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè. Â ñëó÷àå ïðèíÿòûõ îãðàíè-

÷åíèé îíè çàïèñûâàþòñÿ â ôîðìå Ìóðíàãàíà [151]:

σij =
ρ

ρ0

∂W

∂αik
(δkj − 2αkj). (1.14)
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Ïîñòóëèðóÿ ôóíêöèþ W (I1, I2, I3) , ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé (1.1)-(1.5), (1.10), (1.12), (1.14), îïèñûâàþùóþ äèíàìè÷åñêîå

äåôîðìèðîâàíèå èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû, äîïóñêàþùåé èçìåíåíèå

îáúåìà. Âèä ôóíêöèè W (I1, I2, I3) îïðåäåëÿåò ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà

ìîäåëèðóåìîãî ìàòåðèàëà.

1.2 Ìîäåëè èçîòðîïíûõ óïðóãèõ ñðåä

1.2.1 Íåñæèìàåìàÿ óïðóãàÿ ñðåäà

Íàëàãàÿ íà óïðóãóþ ñðåäó çàïðåò íà èçìåíåíèå îáúåìíûõ äåôîð-

ìàöèé ( ρ = ρ0 ), èç ëîêàëüíîé ôîðìóëèðîâêè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû

(1.9) çàïèøåì óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè

υj,j = 0, (1.15)

èëè, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â ôîðìå Ëàãðàíæà (1.12), ïî-

ëó÷èì

I1 − I21 + I2 +
2

3
I31 − 2I1I2 +

4

3
I31 = 0. (1.16)

Èç óñëîâèÿ íåðàçðûâíîñòè â ôîðìå (1.16) ñëåäóåò, ÷òî â íåñæèìàå-

ìîé óïðóãîé ñðåäå òîëüêî äâà èíâàðèàíòà òåíçîðà äåôîðìàöèé ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, à òðåòèé ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ÷åðåç íèõ. Òîãäà ôóíêöèþ

W (I1, I2) âîçìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà â îêðåñòíîñòè ñâîáîä-

íîãî ñîñòîÿíèÿ:

W (I1, I2)=(a−µ)I1+aI2+bI21−ηI1I2−θI31+cI41+dI22+χI21I2+. . . (1.17)

Ïîñêîëüêó â íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå âñåãäà I1 < 0 è I2 > 0 ,

òî â (1.17) ïîñòàâëåíû çíàêè "ìèíóñ" ñ òîé öåëüþ, ÷òîáû âñå ïîñòîÿí-

íûå ìàòåðèàëà µ, a, b, ζ, θ, . . . áûëè ïîëîæèòåëüíûìè. Ïîñòîÿííóþ µ
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ñëåäóåò îòîæäåñòâëÿòü ñ ìîäóëåì ñäâèãà óïðóãîé ñðåäû, äðóãèå ïîñòî-

ÿííûå ÿâëÿþòñÿ óïðóãèìè ìîäóëÿìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Â ôîðìóëó Ìóðíàãàíà (1.14) äëÿ íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû ñëå-

äóåò ââåñòè íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ äîáàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâ-

ëåíèÿ P :

σij = −Pδij +
∂W

∂αik
(δkj − 2αkj). (1.18)

Åñëè â (1.18) ó÷åñòü çàâèñèìîñòü (1.17), òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

ñâÿçü íàïðÿæåíèé ñ äåôîðìàöèÿìè:

σij = −Pδij+2

{
µ−(ζ + 2b)uk,k+

ζ + 2b

2
rkk+(ζ + 2d)estets

}
eij−

− {µ−(ζ+2b)uk,k} rij−4(a−ζuk,k)eimemj+

+ 2a(rimemj+eimrmj)+. . . ,

2eij = ui,j + uj,i, rij = uk,iuk,j.

(1.19)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ òî÷åê íåñæèìàåìîé óïðó-

ãîé ñðåäû. Ïîëîæèì, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé (1.2) çàâè-

ñÿò òîëüêî îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x1 :

ui = ui(x1, t) (i = 1, 2, 3), u1 = 0, (1.20)

ò.å. áóäåì èçó÷àòü äâèæåíèå òî÷åê ñðåäû ïðè îäíîìåðíîì äåôîðìèðî-

âàíèè íåñæèìàåìîãî èçîòðîïíîãî óïðóãîãî ìàòåðèàëà.

Èç óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè (1.15) ñëåäóåò, ÷òî uk,k = 0 . Â ñëó÷àå

îäíîìåðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ u1,1 = 0 , à íåíóëåâûìè îñòàþòñÿ êîìïî-

íåíòû ãðàäèåíòà ïåðåìåùåíèé u2,1 ̸= 0 è u3,1 ̸= 0 .

Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé (1.19) â ýòîì ñëó÷àå
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ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

σ11 = −P −
∞∑
k=1

βkm
k,

σi1 = ui,1

∞∑
k=0

γkm
k, (i = 2, 3),

m = u22,1 + u23,1,

(1.21)

ãäå êîýôôèöèåíòû γk , βk ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ óïðóãèìè ïîñòî-

ÿííûìè ñðåäû:

γ0 = µ, γ1 = a+ b+ d+ ζ, . . . ,

β1 = µ+ a, . . .

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.10) ñ ó÷åòîì (1.21) äëÿ îäíîìåðíîãî äå-

ôîðìèðîâàíèÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû ïðèíèìàåò âèä ñîîòíîøåíèé

P,1−
∞∑
k=1

2kβkm
2k−1m,1 = 0,

σi1,1 = ρüi, (i = 2, 3).

(1.22)

1.2.2 Èçîòðîïíàÿ óïðóãàÿ ñðåäà ñ ðàçëè÷íûì ñîïðîòèâ-

ëåíèåì ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ èçîòðîïíîãî óïðóãîãî ìàòåðèàëà, ïî-ðàç-

íîìó ñîïðîòèâëÿþùåãîñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ, Ìÿñíèêîâûì Â.Ï. áû-

ëî ïðåäëîæåíî çàäàâàòü óïðóãèé ïîòåíöèàë W â âèäå ôóíêöèè, íåà-

íàëèòè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè ñâîáîäíîãî ñîñòîÿíèÿ [96,105]:

W =
λ

2
I21 + µI2 − νI1

√
I2 + . . . (1.23)

Çäåñü λ , µ � ïàðàìåòðû Ëàìý, ν � óïðóãèé ìîäóëü, êîòîðûé îòðà-

æàåò íàëè÷èå ìèêðîäåôåêòîâ â ìàòåðèàëå (èëè ñòåïåíü ðàçðóøåííî-

ñòè ìàòåðèàëà, åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ãîðíûå ïîðîäû). Åñëè îïóñòèòü â
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(1.23) ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, òî ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé òåî-

ðèè óïðóãîñòè. Ìíîãîòî÷èåì â (1.23) îáîçíà÷åíû äðóãèå âîçìîæíûå

ñëàãàåìûå. À.È. Îëåéíèêîâûì [99, 102, 104] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå

ñëàãàåìûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ

ôóíêöèè W (I1, I2, I3) â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Â ðàáîòå îãðà-

íè÷èìñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì ñëó÷àåì, ó÷èòûâàÿ òîëüêî òðè âûïèñàííûõ

â (1.23) ñëàãàåìûõ.

Ïîäñòàâèâ óïðóãèé ïîòåíöèàë (1.23) â ôîðìóëó Ìóðíàãàíà (1.14)

è ñ÷èòàÿ äåôîðìàöèè ìàëûìè, ïîëó÷àåì ñâÿçü êîìïîíåíò òåíçîðà íà-

ïðÿæåíèé ñ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ìàëûõ äåôîðìàöèé eij :

σij =
(
λ− ν

r

)
J1δij + (2µ− νr)eij,

eij =
1

2
(ui,j + uj,i) ,

r =
J1√
J2

, J1 = ekk, J2 = eikeki.

(1.24)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.3), (1.10), (1.12), (1.23) ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîãî äîïó-

ùåíèÿ î ìàëîñòè äåôîðìàöèé áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

υi = u̇i,

ρ

ρ0
= 1− uk,k + . . . ,

σij,j = ρυ̇i,

(1.25)

ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî ìàññîâûå ñèëû ðàâíû íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (1.23)�(1.25) ñîñòàâëÿþò çàìêíóòóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîäåëè èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû, ïî-ðàçíîìó ñî-

ïðîòèâëÿþùåéñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ òî÷åê óïðóãîé ñðåäû, ïî-

ðàçíîìó ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ. Ïóñòü òîëüêî îäíà
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êîìïîíåíòà u1 âåêòîðà ïåðåìåùåíèé îòëè÷íà îò íóëÿ:

u1(x1, t) = u(x, t), u2 = u3 = 0, (1.26)

ò.å. äâèæåíèå òî÷åê ñðåäû ïðîèñõîäèò ïðè óñëîâèè îäíîîñíîãî äåôîð-

ìèðîâàíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ó òåíçîðà ìàëûõ äåôîðìàöèé îñòàåòñÿ òîëüêî îäíà

íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà:

e11 = e =
∂u

∂x
. (1.27)

Ñîîòâåòñòâåííî, ãëàâíûå èíâàðèàíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé èìåþò âèä:

J1 = e11 =
∂u

∂x
, J2 = e211 =

(
∂u

∂x

)2

. (1.28)

Óïðóãèé ïîòåíöèàë (1.23) â ñëó÷àå îäíîîñíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

W =

(
λ

2
+ µ− kν

)
e2,

k = Sign(e) =


1 ïðè e > 0,

−1 ïðè e < 0,

(1.29)

à ñîîòíîøåíèÿ (1.24) ïðèâîäÿò ê êóñî÷íî-ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó

íàïðÿæåíèÿìè σ11 = σ è äåôîðìàöèÿìè e11 = e (ðèñ.1, a):

σ = {λ+ 2µ− 2kν}e. (1.30)

Î÷åâèäíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè (1.30) êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè ìåæäó σ è e èìååò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè (e > 0)

è ñæàòèè (e < 0) . Òî÷êà e = 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé. Ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷å-

íèè k âî âñåé îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ çàâèñèìîñòü (1.30) ñòàíîâèòñÿ

ëèíåéíîé (ðèñ.1, b).

26



e e

(a) (b)

Ðèñ. 1. Äèàãðàììà " σ � e " â ñëó÷àå îäíîîñíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ èçîòðîïíîé óïðó-

ãîé ñðåäû: à) ðàçíîìîäóëüíàÿ óïðóãàÿ ñðåäû; á) ëèíåéíàÿ óïðóãàÿ ñðåäà

Ïðè îäíîîñíîì äåôîðìèðîâàíèè ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå äâèæå-

íèÿ, ïîëó÷åííîå èç (1.10):

∂2u

∂x2
− 1

c2
∂2u

∂t2
= 0. (1.31)

Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü c óðàâíåíèÿ (1.31) ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷-

íûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

a2 =
λ+ 2µ+ 2ν

ρ
, b2 =

λ+ 2µ− 2ν

ρ
, (1.32)

ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü a > b ïðè 0 < ν < λ/2 + µ . Òîãäà c = a â òåõ

îáëàñòÿõ, ãäå ïðîèñõîäèò ñæàòèå ñðåäû, c = b ïðè ðàñòÿæåíèè ñðåäû.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.31) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

ä'Àëàìáåðà:

u(x, t) = f(ξ) + g(η),

ξ = t− x

c
, η = t+

x

c
.

(1.33)

Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè f(ξ(x, t)) è g(η(x, t)) îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ êàæäîé

êîíêðåòíîé êðàåâîé çàäà÷è â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûìè êðàåâûìè è

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
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1.2.3 Ìîäåëü ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäû â ñëó÷àå

ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè

Â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè óïðóãèé ïîòåíöèàë (1.23) ñó-

ùåñòâåííî óñëîæíÿåò îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëè, ïîñêîëüêó

îïèñûâàåò ðàçíîìîäóëüíûå äèëàòèðóþùèå ñðåäû. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî,

íå âëèÿþùåå íà ðåøåíèå ïëîñêèõ îäíîìåðíûõ çàäà÷, ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè

ïåðåõîäå ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì è íå ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòü-

ñÿ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèé îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ, çàïèñàííîãî äëÿ ñëó÷àÿ ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ur = u(r, t) ,

uφ = uθ = 0 :

c2
(
u,rr +2

u,r
r

− 2
u

r2

)
= ü. (1.34)

Äëÿ óñòðàíåíèÿ äàííîãî íåóäîáñòâà âîñïîëüçóåìñÿ îòëè÷íîé îò

(1.23) ôîðìóëîé óïðóãîãî ïîòåíöèàëà ðàçíîìîäóëüíîé ñðåäû [84], èñêëþ-

÷àþùåé ýôôåêò äèëàòàöèè èç ìîäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé [43]:

W =
λ

2
J2
1 + µJ2 − νJ1|J1|. (1.35)

Êîýôôèöèåíòû λ , µ , ν èìåþò ñìûñë, àíàëîãè÷íûé ìîäåëè (1.23).

Èñïîëüçîâàíèå çíàêîâîé ôóíêöèè îò ïåðâîãî èíâàðèàíòà J1 òåíçîðà

äåôîðìàöèé ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü òîëüêî îáúåìíóþ ðàçíîìîäóëüíîñòü,

èñêëþ÷àÿ âîçìîæíîå âëèÿíèå ñäâèãîâ. Â ñëó÷àå îäíîìåðíûõ äâèæåíèé

òî÷åê ñðåäû è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ ïîòåí-

öèàë (1.35) ïðèâîäèò ê òàêîé æå çàâèñèìîñòè (1.30) ìåæäó íàïðÿæåíè-

ÿìè è äåôîðìàöèÿìè, ÷òî è ìîäåëü (1.23).

Çàïèñàííûå â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èíâàðèàíòû òåíçîðà äå-

ôîðìàöèé

J1 = err + eφφ + eθθ, J2 = e2rr + e2φφ + e2θθ
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ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ åãî êîìïîíåíò:

err =
∂u

∂r
= u,r , eφφ = eθθ =

u

r

ïðèìóò âèä:

J1 =
∂u

∂r
+ 2

u

r
= u,r +2

u

r
,

J2 =

(
∂u

∂r

)2

+ 2
(u
r

)2
= u,r

2 + 2
u2

r2
.

(1.36)

Êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé ñèììåò-

ðèè çàïèøåì èç (1.35) ñ ó÷åòîì (1.36) â ïðåäïîëîæåíèè î ìàëîñòè äå-

ôîðìàöèé:

σrr =
∂W

err
= λJ1 + 2µerr − 2νJ1SignJ1 =

= λ
(
u,r +2

u

r

)
+ 2µu,r −2νSignJ1

(
u,r +2

u

r

)
=

= (λ− 2νSignJ1)
(
u,r +2

u

r

)
+ 2µu,r ,

σφφ = σθθ = (λ− 2νSignJ1)
(
u,r +2

u

r

)
+ 2µ

u

r
,

Sign(J1) =


1 ïðè J1 > 0,

−1 ïðè J1 < 0.

(1.37)

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.10), â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ïðè-

íèìàþùåå âèä

σrr,r +
2σrr − σφφ − σθθ

r
= ρü,

ñ ó÷åòîì (1.37) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå

c2
(
∂2u

∂r2
− 2

u

r2
+

2

r

∂u

∂r

)
=

∂2u

∂t2
,

c2 =
λ+ 2µ− 2νSign(J1)

ρ
,

(1.38)

ñîõðàíèâøåé âîëíîâîé ñôåðè÷åñêèé îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà,

÷òî íå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî â ðàìêàõ ìîäåëè (1.23). Òàê æå, êàê

è â óðàâíåíèè (1.31), ôàçîâàÿ ñêîðîñòü c óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.38)
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ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ïðî-

òåêàþùåãî ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ, íî, â îòëè÷èå îò ìîäåëè (1.23),

çäåñü çíàê ïåðåä êîýôôèöèåíòîì ν îïðåäåëÿåòñÿ íå ïðîñòî ãðàäèåí-

òîì ïåðåìåùåíèé, à çíàêîì ïåðâîãî èíâàðèàíòà J1 =
∂u

∂r
+2

u

r
â öåëîì.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ J1 > 0 ê ñîñòîÿíèþ J1 < 0

(èëè íàîáîðîò) è âîçíèêíîâåíèå ñîïðîâîæäàþùèõ òàêîé ïåðåõîä ñïå-

öèôè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ïðèñóùèõ ðàçíîìîäóëüíîé ñðåäå, ìîæåò äîñòè-

ãàòüñÿ ïðè âñåâîçìîæíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ãðàäèåíòà
∂u

∂r
, ïåðåìåùåíèÿ u è ðàäèóñà r . Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî âíîñèò â ïðî-

öåññ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ ðàçíîìîäóëüíûõ ñðåä ñî

ñôåðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè ðàçðûâîâ äîïîëíèòåëüíûå îñîáåííîñòè.

Óðàâíåíèå (1.38) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü åãî ôóíêöèîíàëüíî-èíâàðè-

àíòíîå ðåøåíèå

u =

(
Φ(ξ(r, t))

r
+

H(η(r, t))

r

)
,r

ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè Φ(ξ(r, t)) è H(η(r, t)) , êîòîðûå îïðåäåëÿ-

þòñÿ äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé êðàåâîé çàäà÷è â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàâ-

ëåííûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óäîáíåå èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

u =

(
Φ′(ξ(r, t)) +H ′(η(r, t))

r
− Φ(ξ(r, t)) +H(η(r, t))

r2

)
, (1.39)

êîòîðîå è áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.

Ïåðâûé èíâàðèàíò òåíçîðà ìàëûõ äåôîðìàöèé J1 ñ ó÷åòîì (1.39)

áóäåò èìåòü âèä J1 =
Φ′′ +H ′′

r
. Ñëåäîâàòåëüíî, çíàê ïåðâîãî èíâà-

ðèàíòà òåíçîðà ìàëûõ äåôîðìàöèé îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ñóììû âòî-

ðûõ ïðîèçâîäíûõ èñêîìûõ ôóíêöèé Φ(ξ(r, t)) è H(η(r, t)) : SignJ1 =

Sign(Φ′′ +H ′′) .
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1.2.4 Èçîòðîïíàÿ íåñæèìàåìàÿ óïðóãàÿ ñðåäà ñî ñäâè-

ãîâîé ðàçíîìîäóëüíîñòüþ

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå íåñæèìàåìîé óïðóãîé

ñðåäû, ïî-ðàçíîìó ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñäâèãîâûì íàãðóçêàì, ïðèëîæåí-

íûì â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ [43]. Ðàçíîìîäóëüíûå ìåõàíè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû îïðåäåëèì óïðóãèì ïîòåíöè-

àëîì W (àíàëîã ïîòåíöèàëà Ìóíè) [84]:

W = −β1L1 + β±
2 L

2
2. (1.40)

Çíàêè ïåðåä ñëàãàåìûìè â (1.40) âûáðàíû òàê, ÷òîáû óïðóãèå ìî-

äóëè β1 , β±
2 áûëè ïîëîæèòåëüíûìè. Ïåðâûé óïðóãèé ìîäóëü β1 îñòà-

åòñÿ ïîñòîÿííûì, âòîðîé óïðóãèé ìîäóëü β±
2 ìåíÿåò ñêà÷êîì ñâîå çíà-

÷åíèå ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ ñäâèãîâîé íàãðóçêè âäîëü âûáðàííîé

îñè. Èíâàðèàíòû L1 , L2 îïðåäåëÿþòñÿ ãëàâíûìè çíà÷åíèÿìè òåíçîðà

äåôîðìàöèé αi è èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü ìàëîñòè ïî äåôîðìàöèÿì:

L1 =
1

3
(α1 + α2 + α3) = α,

L2 =

√
3

2
{(α1 − α)2 + (α2 − α)2 + (α3 − α)2}.

Ñèñòåìó ìîäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè

äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû ( ρ = ρ0 ) ñî ñäâèãîâîé ðàçíîìîäóëüíîñòüþ ñî-

ñòàâëÿþò ñîîòíîøåíèÿ (1.3), (1.5), (1.10), (1.18) è (1.40).

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå ñäâèãîâîå äâèæåíèå òî÷åê ñðåäû, êîãäà

ïîëå ïåðåìåùåíèé âî âñåé îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì

u2(x1, t) = u(x1, t),

u1 = u3 = 0.
(1.41)
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Òåíçîð äåôîðìàöèé â äàííîì ñëó÷àå èìååò òîëüêî òðè íåíóëåâûå

êîìïîíåíòû e11 = −1

2
u2,1 , e21 = e12 =

1

2
u,1 . Òîãäà èç ôîðìóëû Ìóð-

íàãàíà (1.18) äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû ñ ïîòåíöèàëîì (1.40), ñîõðàíÿÿ

òîëüêî íóëåâûå è ïåðâûå ñòåïåíè ïî êîìïîíåíòàì òåíçîðà äåôîðìàöèé,

äëÿ êîìïîíåíò òåíçîða íàïðÿæåíèé ïîëó÷èì

σ11 = −P +

(
2

3
β1 + 2β±

2

)
e11,

σ21 = σ12 =

(
2

3
β1 + 3β±

2

)
e21,

σ22 = −P, σ33 = −P − β±
2 e11,

σ23 = σ32 = σ13 = σ31 = 0.

(1.42)

Ïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíò β±
2 = β−

2 ïðè e21 > 0 (ñäâèãîâîå

äâèæåíèå òî÷åê ñðåäû â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè âûáðàííîé îñè

Ox2 ), β±
2 = β+

2 ïðè e21 < 0 (ñäâèã â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè

Ox2 ). Çíà÷åíèå e21 = 0 , êàê è â ñëó÷àå îáúåìíîé ðàçíîìîäóëüíîñòè,

ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé çàâèñèìîñòåé êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé îò äåôîð-

ìàöèé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî β−
2 > β+

2 .

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.10) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (1.42) ïðèìåò

âèä:
∂P̃

∂x1
+ c21

∂2u

∂x21

∂u

∂x1
= 0,

c22
∂2u

∂x21
=

∂2u

∂t2
,

P̃ = ρ−1P.

(1.43)

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (1.43) ìîæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ äîáàâî÷-

íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P ïðè èçâåñòíîì ïîëå ïåðåìåùåíèé.

Âòîðîå óðàâíåíèå (1.43) ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé è

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîñòåïåííûì ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷. Êîíñòàíòû c1 è
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c2 â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

c1 =

√
ρ−1

(
β1
3

+ β±
2

)
, c2 =

√
ρ−1

(
β1
3

+
3β±

2

2

)
, (1.44)

ðàçëè÷íûå ïðè ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ ñäâèãà.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñþäó â îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ðåøåíèå âòîðîãî

óðàâíåíèÿ (1.43) òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå ä'Àëàìáåðà (1.33)

ïðè c = c2 . Äëÿ ñêîðîñòè c2 ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

c22 =


A2=ρ−1

(
β1
3
+
3β−

2

2

)
ïðè

∂u

∂x1
< 0,

B2=ρ−1

(
β1
3
+
3β+

2

2

)
ïðè

∂u

∂x1
> 0,

(1.45)

ïðè÷åì A>B ïðè β−
2 >β+

2 .

1.3 Ñîîòíîøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâîâ

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé ãèïîòåçå ñïëîøíîñòè ñðåäû, ïåðåìåùåíèÿ ui

äîëæíû áûòü íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò

è âðåìåíè âî âñåì îáúåìå, çàíèìàåìîì ñïëîøíîé ñðåäîé. Îäíàêî ïðè

îïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ âîçäåéñòâèÿõ íà äåôîðìèðóåìûå òåëà â íèõ

âîçíèêàþò ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûõ ïðîèçâîäíûå ïåðåìåùåíèé ui ìî-

ãóò ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà. Åñëè ðàçðûâ òåðïÿò ïåðâûå ïðî-

èçâîäíûå, òî òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþò óäàðíûìè âîëíàìè (èëè ïî-

âåðõíîñòÿìè ñèëüíîãî ðàçðûâà), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïåðåäíèìè ôðîíòà-

ìè äåôîðìàöèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî ñðåäå. Åñëè æå íà ïîâåðõíîñòè

ñêà÷êîì ìåíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ âòîðûå ïðîèçâîäíûå, òî ïîâåðõíîñòü íà-

çûâàþò ñëàáîé âîëíîé.

Ðàññìîòðèì â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íåêîòîðóþ äâèæó-

ùóþñÿ ïîâåðõíîñòü Σ , êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ òå÷åíèåì
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Ðèñ. 2. Ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ

âðåìåíè. Óðàâíåíèå òàêîé ïîâåðõíîñòè çàïèøåì â âèäå

F (x1, x2, x3, t) = 0.

Ââåäåì âåêòîð íîðìàëè n̄ ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà, êîòîðûé ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò òî÷êè ïîâåðõíîñòè, n̄ = n̄(x1, x2, x3, t) ,

|n̄| = 1 . Ïîëîæèì, ÷òî âåêòîð íîðìàëè íàïðàâëåí â ñòîðîíó äâèæå-

íèÿ Σ . Âîëíîâûì ëó÷îì íàçûâàþò êðèâóþ, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé

ê íåé êàñàòåëüíàÿ îðòîãîíàëüíà âåêòîðó íîðìàëè n̄ . Âûáåðåì ïîâåðõ-

íîñòíûå êîîðäèíàòû y1 è y2 òàê, ÷òîáû îíè íå èçìåíÿëèñü âäîëü ëó÷à

(ðèñ. 2). Âåêòîðû β̄k , ðàñïîëîæåííûå â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïî-

âåðõíîñòè Σ , èìåþò êîîðäèíàòû xi,α =
∂xi
∂yα

, íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ

åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè è íàïðàâëåíû ïî êàñàòåëüíûì ê ôèêñèðîâàí-

íûì êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì yα . Òàêèì îáðàçîì, â êàæäûé ìîìåíò âðå-

ìåíè t è â êàæäîé òî÷êå M äâèæóùåéñÿ ïîâåðõíîñòè Σ ìîæíî ââåñòè

ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îðòàìè n̄ ,
β̄1
|β̄1|

,
β̄2
|β̄2|

. Òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â

îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
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G = G(x1, x2, x3, t) . Ôóíêöèÿ G îïðåäåëåíà òîëüêî íà Σ(t) . Òîãäà

âåêòîð ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷åê ïîâåðõíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ḡ = Gn̄. (1.46)

Â îáùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü G îòëè÷íà îò ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ òî÷åê

ñðåäû.

Ïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Σ(t) ðàçáèâàåò ðàññìàòðèâàåìûé îáú-

åì V íà äâå ÷àñòè: V + � îáúåì ïåðåä ôðîíòîì è V − � çà íèì (ðèñ. 2).

Ïóñòü â äåôîðìèðóåìîì îáúåìå V îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(x1, x2, x3, t) ,

çàâèñÿùàÿ îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò xi è âðåìåíè t , êîòîðàÿ íåïðå-

ðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå V + è V − , íî èìååò ðàçðûâ

íà Σ(t) . Çíà÷åíèå ôóíêöèè f(xi, t) ïðè ïîäõîäå ê ïîâåðõíîñòè Σ(t)

â V + îáîçíà÷èì ÷åðåç f+(xi, t) , à íåïîñðåäñòâåííî çà Σ(t) â îáúåìå

V − � ÷åðåç f−(xi, t) . Â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè Σ(t) çíà÷åíèå ôóíêöèè

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòíûå êîîðäèíàòû çàâèñèìîñòüþ

f (xi(y
α, t), t) = F (yα, t), α = 1, 2.

×àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè F (yα, t) ïî âðåìåíè íàçûâàþò

δ -ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(xi, t) ïî âðåìåíè [26]:

∂F

∂t
=

δf

δt
= ḟ + f,jẋj. (1.47)

Âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè ẋj(y
α, t) íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè

Σ(t) .

Ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó n̄ , β̄1 ,

β̄2 :

f,i = fnni + fαxi,α. (1.48)

Çäåñü fn = f,ini � ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè n̄ ê ïîâåðõíîñòè Σ(t) ,

fα = gβαf,β � ïðîèçâîäíûå ïî êàñàòåëüíûì ê Σ(t) . Òåíçîð gαβ íà-
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çûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì ïîâåðõíîñòè, êîòî-

ðûé ñâÿçàí ñ êîìïîíåíòàìè êîâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gαβ =

xi,αxi,β óñëîâèåì gαγgγβ = δαβ . Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (1.47) è (1.48) çàïè-

øåì â ôîðìå:
δf

δt
= ḟ + f,jGnj, (1.49)

f,i = f,jnjni + gαβf,αxi,β. (1.50)

Äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x1, x2, x3, t) íà ïîâåðõíîñòè

Σ(t) ñîîòíîøåíèÿ (1.49) è (1.50) ïðèìóò âèä:

δf+

δt
= ḟ+ + f+

,jGnj,

δf−

δt
= ḟ− + f−

,jGnj,

(1.51)

f+
,i = f+

,j njni + gαβf+
,αxi,β,

f−
,i = f−

,j njni + gαβf−
,αxi,β.

(1.52)

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (1.51) âòîðîå è âûïîëíÿÿ àíàëîãè÷-

íîå äåéñòâèå ñ ðàâåíñòâàìè (1.52), ïîëó÷èì

[ḟ ] = −G[f,j ]nj +
δ[f ]

δt
, (1.53)

[f,i ] = [f,j ]njni + gαβ[f ],αxi,β, (1.54)

ãäå êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åí ñêà÷îê âåëè÷èíû m íà ïîâåðõ-

íîñòè Σ(t) : [m] = m+ − m− . Ñîîòíîøåíèå (1.53) íàçûâàþò êèíåìà-

òè÷åñêèì, à (1.54) � ãåîìåòðè÷åñêèì óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà [122].

Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïîâåðõíîñòè Σ(t) , òî ïîëó÷àåì

èçâåñòíûå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ Àäàìàðà:

[ḟ ] = −G[fn] = −G[f,i ]ni,

[f,i ] = [fn]ni = [f,j ]ninj ïðè [f ] = 0.
(1.55)
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Ðèñ. 3. Âîëíîâîé âåêòîð ðàçðûâîâ

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî çàïèñàòü [26] ãåîìåòðè÷åñêèå è êè-

íåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ðàçðûâîâ âòî-

ðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f íà ïîâåðõíîñòè Σ(t) :

[f,ij ] = [f,ks ]nknsninj,

[f̈ ] = G2[f,ij ]ninj,
(1.56)

êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ ïðè [fi] = 0 , [f,i ] = 0 . Â ýòîì ñëó÷àå G �

ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñëàáîãî ðàçðûâà.

Â êàæäîé òî÷êåÌ ïîâåðõíîñòè Σ(t) ââåäåì âîëíîâîé âåêòîð ðàç-

ðûâîâ r̄ (ðèñ. 3), ðàâíûé ñóììå ñâîåé íîðìàëüíîé è êàñàòåëüíîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé ê äàííîé ïîâåðõíîñòè:

r̄ = τ n̄+ γµ̄. (1.57)

Âåêòîð n̄ � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè Σ(t) â òî÷êå Ì ;

µ̄ � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè Σ(t) â òîé æå òî÷êå;

τ è γ � âåëè÷èíû íîðìàëüíîãî è êàñàòåëüíîãî ê ïîâåðõíîñòè Σ(t)
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ðàçðûâà ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé (ðèñ. 3):

nini = 1, µiµi = 1, niµi = 0,

µi = γ−1τβxi,β, γ2 = τβτβ.
(1.58)

Âåêòîðû n̄ è µ̄ îïðåäåëÿþò ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè âîëíû Σ(t) .

Íà óäàðíîé âîëíå, ãäå òîëüêî ïåðåìåùåíèÿ ui íåïðåðûâíû, ñî-

îòíîøåíèÿ (1.55), (1.57), (1.58) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ãåîìåòðè÷åñêèå è

êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äëÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïî-

íåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ui :

[u̇i] = −G(τni + γµi),

[ui,j] = (τni + γµi)nj.
(1.59)

Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, ñ÷èòàÿ ñêà÷îê υjui,j íà óäàðíîé

âîëíå âåëè÷èíîé ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ [u̇i] , ìîæíî ïîëîæèòü

[υi] = [u̇i] .

Íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâîâ äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (1.9)�

(1.11), ïîëó÷åííûå èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, íå âûïîëíÿþòñÿ. Îäíàêî

ñëåäñòâèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå (1.6)�(1.8) íà ïî-

âåðõíîñòè ðàçðûâîâ Σ(t) ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíî-

ñòè. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû (1.6) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

[ρ(υjnj −G)] = 0, (1.60)

èç êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëèòü ñêà÷îê ïëîòíîñòè. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èì-

ïóëüñà (1.7) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

[σij]nj = ρ+(υ+
j nj −G)[υi], (1.61)

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìîæíûõ

óäàðíûõ ôðîíòîâ è óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Ñîîòíîøåíèÿ (1.61) ÿâ-

ëÿþòñÿ îñíîâíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ.
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Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (1.8) ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè

σ+
ij [υi]nj = ρ(υjnj −G)

(
[υi][υi]

2
+ [E]

)
− [qj]nj, (1.62)

îòêóäà ìîæíî âû÷èñëèòü ñêà÷îê âíóòðåííåé ýíåðãèè íà óäàðíîé âîëíå.

Äàëåå áóäåì îïóñêàòü çíàê "+" ó âåëè÷èí, âû÷èñëÿåìûõ íåïî-

ñðåäñòâåííî ïåðåä ïîâåðõíîñòüþ Σ(t) .

Íà ïîâåðõíîñòè ñëàáîãî ðàçðûâà âìåñòî óñëîâèé (1.59)-(1.62) íåîá-

õîäèìî âûïîëíåíèå äèíàìè÷åñêèõ è êèíåìàòè÷åñêèõ óñëîâèé ñîâìåñò-

íîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, çàïèñàííûõ íà îñíîâå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ñî-

îòíîøåíèé (1.56):

[σij,j] = ρ[ωi],

[üi] = G2[ui,sr]nsnr,

ïðè [ui,j] = 0, [ui] = 0.

(1.63)

Â ñëó÷àå àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óïðóãîé ñðåäû ïðî-

öåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ Σ(t) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì âîçìîæíûì íåîáðàòèìûì ïðîöåññîì, ïîñêîëüêó òåïëîïðîâîäíî-

ñòüþ ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ïðåíåáðåãàåì. Èç âòîðîãî çàêîíà òåðìî-

äèíàìèêè ñëåäóåò óñëîâèå íà èçìåíåíèå ýíòðîïèè íà óäàðíîé âîëíå

[S] 6 0 , ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè íà óäàðíîé âîëíå

äîëæíî ïîä÷èíÿòüñÿ íåðàâåíñòâó [22]:

σij[υi]nj −
1

2
ρ(υjnj −G)[υi][υi]−

ρ

ρ0
(υjnj −G)[W ] > 0. (1.64)

Íåðàâåíñòâî (1.64) â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà íà-

çûâàþò òåðìîäèíàìè÷åñêèì óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ. Åãî àíà-

ëîã â ãàçîâîé äèíàìèêå � èçâåñòíàÿ òåîðåìà Öåìïëåíà � óñòàíàâëèâàåò

çàïðåò íà ñóùåñòâîâàíèå óäàðíûõ âîëí ðàñøèðåíèÿ.
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Â ñëó÷àå ìàëûõ äåôîðìàöèé ñîîòíîøåíèå (1.64) ïðèìåò âèä

σij[υi]νj +
1

2
ρG[υi][υi] +G[W ] > 0. (1.65)

Íåðàâåíñòâî (1.64) (èëè (1.65)) íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü íà ïîâåðõ-

íîñòÿõ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ ïîñëå ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé êðàåâîé çàäà÷è

óäàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè

çàäà÷è ïóòåì îïðåäåëåíèÿ òèïîâ âîëíîâûõ ôðîíòîâ.

1.4 Óäàðíûå âîëíû ïðè îäíîìåðíîì äåôîðìèðîâàíèè íåñ-

æèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû,

êîãäà âåêòîð ïåðåìåùåíèé èìååò êîìïîíåíòû u1 = 0 , u2 = u2(x1, t) ,

u3 = u3(x1, t) , à ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ ïðåîáðàçóåòñÿ â ïëîñêîñòü ðàç-

ðûâîâ Σ(t) [15]. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü

x1 = x áûëà íàïðàâëåíà â ñòîðîíó äâèæåíèÿ âîëíû, òî åñòü êîëëèíå-

àðíà âåêòîðó åäèíè÷íîé íîðìàëè n̄ ê Σ(t) , à êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü

(x2, x3) ñîâïàäàëà ñ ïëîñêîñòüþ âîëíû Σ(t) (ðèñ. 4)

Åäèíè÷íûå âåêòîðû ē2 è ē3 íà ðèñ. 4 ÿâëÿþòñÿ îðòàìè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ îñåé x2 è x3 , G � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè Σ(t) .

Âåêòîðû n̄ è µ̄ èìåþò êîîðäèíàòû

n̄ = {1, 0, 0}, µ̄ = {0, µ2, µ3}

è îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè ïîëÿðèçàöèè âîëíû.
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x3

x2

x1

t

n

2 e2

3 e3

G=Gn

М

Ðèñ. 4. Ïëîñêîñòü ðàçðûâîâ

Èç (1.60)�(1.62), ïðèâëåêàÿ êèíåìàòè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå óñëî-

âèÿ ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ (1.59), ìîæíî ïîëó÷èòü:

[σ11] = 0, [σi1] = −ρG[υi],

[υi] = −Gτi, τi = [ui,1], [υ1] = 0, (i = 2, 3).
(1.66)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (1.66) ñëóæèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçðûâà [P ]

äîáàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P .

Âòîðîå ðàâåíñòâî èç (1.66) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî çàâèñèìîñòåé

äëÿ σi1 èç (1.21) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

τi

∞∑
l=0

γlm
l+(ui,1−τi)[m]

∞∑
l=1

γl

l∑
j=1

(−1)j−1Cj
l m

l−j[m]j−1=ρG2τi,

(i = 2, 3).

(1.67)

Ïðè èçâåñòíîì äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïåðåä ïëîñêîñòüþ ðàç-

ðûâîâ Σ(t) äâà ñîîòíîøåíèÿ (1.67) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó äâóõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõ íåèçâåñòíûõ τ2 , τ3 , G . Óìíîæèì ïåðâîå
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èç íèõ (i = 2) íà τ3 , à âòîðîå � íà τ2 è âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óñëîâèå íà äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïåðåä ïî-

âåðõíîñòüþ Σ(t) è âîçìîæíûå ðàçðûâû τ2 è τ3 , ïðè êîòîðûõ òîëüêî

è âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäíèõ:

{τ3(u2,1 − τ2)− τ2(u3,1 − τ3)} [m] = 0. (1.68)

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.68) âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ. Â

ïåðâîì èç íèõ [m] ̸=0 , è

u+3,1
u+2,1

=
u−3,1
u−2,1

=
τ3
τ2
, (1.69)

G1=

{
1

ρ

∞∑
l=0

γlm
l+

1

ρτ2
(u2,1−τ2)[m]

∞∑
l=0

γl

l∑
j=1

(−1)jCj
l m

l−j[m]j−1

}1/2

. (1.70)

Ñîãëàñíî (1.69), òàêàÿ ïëîñêîñòü ðàçðûâîâ ìîæåò èçìåíèòü òîëüêî

èíòåíñèâíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà m áåç èçìåíåíèÿ åãî íàïðàâ-

ëåííîñòè. Ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè ýòîé óäàðíîé âîëíû âñåöåëî îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûìè äåôîðìàöèÿìè â ñðåäå è íå çàâèñèò îò õàðàê-

òåðà óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ íà ñðåäó. Ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû u+2,1 ̸= 0 , à u+3,1 = 0 . Òîãäà

τ2 ̸= 0 , à τ3 = 0 , ñëåäîâàòåëüíî, è çà ïîâåðõíîñòüþ Σ(t) äåôîðìèðî-

âàííîå ñîñòîÿíèå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì u−2,1 ̸= 0 , â òî

âðåìÿ êàê u−3,1 = 0 . Ïðè òàêîì âûáîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò çàâèñèìîñòü

(1.70) óïðîùàåòñÿ:

G1 =

{
(ρτ2)

−1
∞∑
l=1

2lηl
(
u2l−1
2,1 − (u2,1 − τ2)

2l−1
)}1/2

,

η1 =
1

2
µ, η2 =

1

4
γ1, . . .

(1.71)

Êðîìå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé â ðàçðûâàõ

(1.68), èìååò ìåñòî äðóãîå îãðàíè÷åíèå íà ñóùåñòâîâàíèå óäàðíûõ âîëí
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â óïðóãîé ñðåäå � òåðìîäèíàìè÷åñêîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ

íà íåé. Ñîîòíîøåíèå (1.64) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îäíîìåðíîãî äâè-

æåíèÿ â íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó

∞∑
l=2

2l∑
j=3

(
j

2
− 1

)
(2l)!(−1)j

j!(2l − j)!
u2l−j
2,1 τ j2 ≥ 0. (1.72)

Íåðàâåíñòâî (1.72) çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ïåðåä ïëîñêîñòüþ

ðàçðûâîâ ñðåäà íåäåôîðìèðîâàíà. Êîãäà ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè ïåðåä

ïîâåðõíîñòüþ Σ(t) ïðèñóòñòâóþò, òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ âûïîë-

íåíèÿ (1.72) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå u+2,1τ2 ≤ 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíû

óäàðíûå âîëíû ñäâèãîâîé íàãðóçêè, ïðèâîäÿùèå ê ðàçâèòèþ èìåþùèõ-

ñÿ â ñðåäå ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé. Óäàðíûå âîëíû ñäâèãîâîé ðàçãðóçêè

òåðìîäèíàìè÷åñêè íåâîçìîæíû.

Âòîðàÿ âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçðû-

âîâ äåôîðìàöèé â íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå (1.68) ñâÿçàíà ñ ðàâåí-

ñòâîì [m] = 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî

ñäâèãà íåèçìåííà è íà òàêîé ïëîñêîñòè ðàçðûâîâ ñêà÷êîîáðàçíî ìåíÿ-

åòñÿ òîëüêî åãî íàïðàâëåííîñòü. Äàííóþ ïëîñêîñòü ðàçðûâîâ íàçûâàþò

óäàðíîé âîëíîé êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè [71]. Äëÿ ñêîðîñòè åå ïðîäâèæå-

íèÿ èç (1.67) ñëåäóåò:

G2 =

{
ρ−1

∞∑
l=0

γlm
l

}1/2

. (1.73)

Ñðàâíèâàÿ (1.71) è (1.73), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî G1 âñåãäà

áîëüøå G2 . Óäàðíàÿ âîëíà êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ èçýíòðî-

ïè÷åñêîé. Íàïðàâëåííîñòü ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç

äàííóþ ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ îðèåíòèðóåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðîèç-

âîäèìîãî óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ íà ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè òåëà.
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Èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ðàçðûâ äîáàâî÷íîãî ãèäðî-

ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P âîçìîæåí òîëüêî íà ïëîñêîïîëÿðèçîâàííîé

âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ, âû÷èñëÿåìîé çàâèñèìîñòüþ

(1.71) èëè (1.73). Íà ïëîñêîñòè ðàçðûâîâ êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè ñêà÷îê

ôóíêöèè P íåâîçìîæåí.

1.5 Êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ ðàçðûâîâ ïðè îäíîîñíîì

äåôîðìèðîâàíèè ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäû

Ïóñòü â óïðóãîé ñðåäå ñ ïîòåíöèàëîì (1.23), ïî-ðàçíîìó ñîïðîòèâ-

ëÿþùåéñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ, äâèæåòñÿ ïîâåðõíîñòü Σ(t) , íà êîòî-

ðîé ïðîèçâîäíûå êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ìîãóò ïðåòåðïåâàòü

ðàçðûâ. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü x1 = x

áûëà íàïðàâëåíà â ñòîðîíó äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà Σ(t) , òî

åñòü êîëëèíåàðíà âåêòîðó åäèíè÷íîé íîðìàëè n̄ ê Σ . Ðàññìîòðèì

÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ òî÷åê ñðåäû, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèÿìè

(1.26) � îäíîîñíîå äåôîðìèðîâàíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü ðàçðû-

âîâ Σ(t) âûðîäèòñÿ â ïëîñêîñòü ðàçðûâîâ, åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç

íåå
∂u

∂x
èìååò ñêà÷îê èëè ìåíÿåò çíàê. Òàêèì îáðàçîì, îñòàíîâèìñÿ íà

èçó÷åíèè ïëîñêèõ îäíîìåðíûõ âîëí ïðè îäíîîñíîì äåôîðìèðîâàíèè â

ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäå.

Íà äâèæóùåéñÿ ïëîñêîñòè ðàçðûâà Σ(t) êèíåìàòè÷åñêèå è ãåî-

ìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè (1.59) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå:[
∂u

∂t

]
= −Gτ, (1.74)

[
∂u

∂x

]
= τ, (1.75)
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à äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè (1.61) ïðèìóò âèä

[σ11] = [σ] = −ρG

[
∂u

∂t

]
, (1.76)

ãäå G � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè ðàçðûâà Σ(t) . Òàêèì îáðàçîì,

ðàçðûâ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, èñïîëüçóÿ (1.74), ðàâåí

[σ] = ρG2τ = ρG2

[
∂u

∂x

]
. (1.77)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ðàçðûâîâ, ïî-

ëó÷èì ðàçðûâû êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé èç ôîðìóëû (1.30) è

êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé èç (1.27):

[e11] = [e] =

[
∂u

∂x

]
= τ, (1.78)

[σ] = (λ+ 2µ)τ − 2ν

(
kτ +

(
∂u

∂x
− τ

)
[k]

)
, (1.79)

k = Sign(e) = Sign

(
∂u

∂x

)
.

Åñëè èíòåíñèâíîñòü âîëíû τ îòëè÷íà îò íóëÿ (ò.å.

[
∂u

∂x

]
̸= 0 ),

òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè ðàçðûâà Σ(t) âû÷èñëÿåòñÿ èç (1.77) ñ

ó÷åòîì (1.79) â âèäå:

G2 =
λ+ 2µ

ρ
− 2ν

ρ

(
k +

∂u
∂x − τ

τ
[k]

)
. (1.80)

Ó÷èòûâàÿ ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ (1.32), ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå

(1.80) ê âèäó, â êîòîðîì íåò ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò êîíñòàíò ìàòåðèàëà:

2G2 = a2 + b2 − (a2 − b2)

(
k +

∂u
∂x − τ

τ
[k]

)
. (1.81)

Â ñëó÷àå, åñëè ïåðåä ïëîñêîñòüþ ðàçðûâà Σ(t) è ñðàçó çà íåé äå-

ôîðìàöèè ìåíÿþò çíàê (ò.å. [k] ̸= 0 ), òî ñêîðîñòü âîëíû ðàâíà a èëè
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b � îäíîé èç ôàçîâûõ ñêîðîñòåé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.31), îïðåäå-

ëÿåìûõ çàâèñèìîñòÿìè (1.32). Åñëè æå íà âîëíå íå ïðîèñõîäèò ñìåíû

çíàêà äåôîðìàöèé, òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè

ðàçðûâà Σ(t) íåîáõîäèìî ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

Âîñïîëüçóåìñÿ êëàññèôèêàöèåé âîçìîæíûõ ðàçðûâîâ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.31), ïîäîáíîé ââåäåííîé â [90].

1. Óäàðíàÿ âîëíà

Ïóñòü â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.31) ñóùåñòâóåò ðàçðûâ

ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåùåíèé è ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïëîñêîñòü

ðàçðûâîâ
∂u

∂x
ìåíÿåò ñâîé çíàê ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëü-

íûé. Òîãäà â ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îäíîìåðíàÿ óäàðíàÿ âîëíà ñî

ñêîðîñòüþ Gα .

2. Ñèãíîòîí

Åñëè â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.31) ñóùåñòâóåò ðàçðûâ ïåð-

âûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåùåíèé è ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïëîñêîñòü ðàç-

ðûâà
∂u

∂x
ñîõðàíÿåò ñâîé çíàê, òî â ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îäíî-

ìåðíûé ñèãíîòîí ñî ñêîðîñòüþ Gγ .

3. Ïîëóñèãíîòîí

Ïóñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.31) èìååò ðàç-

ðûâ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåùåíèé. Åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç

ïëîñêîñòü ðàçðûâîâ ñ îäíîé ñòîðîíû îò íåå
∂u

∂x
= 0 , à ñ äðóãîé

ñòîðîíû
∂u

∂x
̸= 0 , òî òàêóþ ïëîñêîñòü íàçîâåì ïîëóñèãíîòîíîì,

äâèæóùèìñÿ ñî ñêîðîñòüþ Gβ .

4. Ïðîñòîé ðàçðûâ
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Ïðîñòûì ðàçðûâîì ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ Gδ áóäåì íàçû-

âàòü îäíîìåðíóþ âîëíó, íà êîòîðîé ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïåðåìåùå-

íèé ìåíÿþò çíàê è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïåðåìåùåíèé
∂2u

∂x2
òåðïÿò

ðàçðûâ.

Åñëè ïîëóñèãíîòîí, ïðîñòîé ðàçðûâ, ñèãíîòîí ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

ñî ñêîðîñòüþ a , òî ýòî áûñòðûå îäíîìåðíûå âîëíû, åñëè ñî ñêîðîñòüþ

b � ìåäëåííûå. Òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ [90] îïðåäåëÿåò ñâîéñòâà ïëîñêèõ

îäíîìåðíûõ âîëí â ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäå ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé

çàâèñèìîñòüþ ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè (1.30):

� óäàðíàÿ âîëíà ìåíÿåò çíà÷åíèå ôàçîâîé ñêîðîñòè óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ ñ b íà a , ñæèìàÿ ïðåäâàðèòåëüíî ðàñòÿíóòóþ ñðåäó (ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî îáðàòíûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí ñîãëàñíî óñëîâèþ íåâîçðàñ-

òàíèÿ ýíòðîïèè íà óäàðíîé âîëíå [22]);

� ïîëóñèãíîòîí ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïåðåäíèì ôðîíòîì ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ ãðàíè÷íûõ âîçìóùåíèé ïî íåäåôîðìèðîâàííîé ñðåäå (âîëíîé ñæà-

òèÿ èëè âîëíîé ðàçðåæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âèäà ãðàíè÷íîãî âîçäåé-

ñòâèÿ), ëèáî âîçâðàùàåò ðàíåå äåôîðìèðîâàííóþ îáëàñòü ñðåäû â ñâî-

áîäíîå ñîñòîÿíèå;

� ñèãíîòîí ñêà÷êîì èçìåíÿåò âåëè÷èíó óæå ñóùåñòâóþùèõ ïðåä-

âàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé, íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì ôàçîâîé ñêîðîñòè óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ;

� íà ïðîñòîì ðàçðûâå ïåðåìåùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé,

à èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå èìåþò èçëîì.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (1.75) è (1.76), íà ïëîñêîé îäíîìåðíîé

óäàðíîé âîëíå, ïîëóñèãíîòîíå è ñèãíîòîíå ïðè íåïðåðûâíûõ ïåðåìå-

ùåíèÿõ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ ïåðâîãî

47



ïîðÿäêà (1.61), êîòîðûå â ñëó÷àå îäíîîñíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðèìóò

âèä

σ+ − σ− = ρ+G2

(
∂u

∂x

+

− ∂u

∂x

−)
ïðè u+ = u−, (1.82)

ãäå G � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíèè ðàçðûâîâ.

Àíàëîãè÷íî èç óñëîâèé (1.63) äëÿ ïðîñòîãî ðàçðûâà çàïèøåì:

∂σ

∂x

+

− ∂σ

∂x

−
= ρ+G2

δ

(
∂2u

∂x2

+

− ∂2u

∂x2

−
)

ïðè
∂u

∂x

+

=
∂u

∂x

−
. (1.83)

Ïîñêîëüêó íà óäàðíîé âîëíå ïðîèçâîäíàÿ
∂u

∂x
ìåíÿåò çíàê ñ ïîëî-

æèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíûé, òî êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé, èñïîëüçóÿ

ñîîòíîøåíèÿ (1.30) è (1.32), â îáëàñòè ïåðåä óäàðíîé âîëíîé âû÷èñëÿ-

åòñÿ êàê σ+ = ρb2
∂u+

∂x
, à çà óäàðíîé âîëíîé σ− = ρa2

∂u−

∂x
. Èñïîëüçóÿ

óñëîâèå (1.82), çàïèøåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêî-

ðîñòè óäàðíîé âîëíû

ρa2
∂u

∂x
− ρb2

∂u

∂x
= ρG2

α

(
∂u+

∂x
− ∂u−

∂x

)
,

ïðåîáðàçóÿ êîòîðîå, ïîëó÷èì, ÷òî ìîäóëü ñêîðîñòè óäàðíîé âîëíû íåîá-

õîäèìî óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó b < Gα < a . Ïðîâåäÿ ïîäîáíûå âû-

÷èñëåíèÿ äëÿ ïîëóñèãíîòîíà (Gβ ) è ñèãíîòîíà (Gδ ), èñïîëüçóÿ óñëîâèå

(1.82), à äëÿ ïðîñòîãî ðàçðûâà (Gγ ) � óñëîâèå (1.83), ïîëó÷èì, ÷òî èõ

ñêîðîñòè ïîñòîÿííû è ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ a èëè b â çàâèñèìî-

ñòè îò êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è.

Èç òåðìîäèíàìè÷åñêîãî óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ (1.65) íà

ïëîñêîé îäíîìåðíîé âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ðàçíîìîäóëüíîé óïðó-

ãîé ñðåäå, ñëåäóþò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîíñòàíòû ìàòåðèàëà. Åñ-

ëè ââåäåííûé â (1.29), (1.79) ïàðàìåòð k íå ìåíÿåò ñâîåãî çíà÷åíèÿ íà

ïëîñêîñòè ðàçðûâà (ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèãíîòîí èëè ïîëóñèãíîòîí),
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òî ïîäñòàíîâêà óïðóãîãî ïîòåíöèàëà (1.29) è, ñîîòâåòñòâåííî, çàâèñèìî-

ñòè (1.30) â íåðàâåíñòâî (1.65) îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî.

Ïóñòü òåïåðü ïàðàìåòð k ñêà÷êîì ìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå íà ïëîñ-

êîñòè ðàçðûâîâ ñ k+ = 1 íà k− = −1 ([k] = 2) , ò.å. ðàññìîòðèì

óäàðíóþ âîëíó. Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ðàç-

ðûâ âåëè÷èíû W , âõîäÿùåé â (1.65). Ñîãëàñíî (1.74) è (1.29), ïîëó÷àåì

[W ] =

(
λ

2
+ µ

)
[u2,1]− ν[ku2,1] =

=

(
λ

2
+ µ

)
(2u,1τ − τ 2)− ν(2u2,1 − 2u,1τ + τ 2).

(1.84)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.30), (1.74) è (1.84) â íåðàâåíñòâî (1.65), èìååì

4νu,1τ +
1

2
ρG2τ 2 −

(
λ

2
+ µ+ ν

)
τ 2 − 2νu2,1 > 0. (1.85)

Ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû (1.80) ñ ó÷åòîì (1.75) ïðèíèìàåò âèä

G2 =
λ+ 2µ

ρ
− 2ν

ρ

1 +
2
∂u−

∂x
∂u+

∂x
− ∂u−

∂x

 , (1.86)

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü íåðàâåíñòâî (1.85):

ν

∂u−

∂x
∂u+

∂x
− ∂u−

∂x

> 0. (1.87)

Òàê êàê ñîãëàñíî ââåäåííîé êëàññèôèêàöèè íà óäàðíîé âîëíå
∂u

∂x
ìåíÿåò çíàê ñ ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíûé, òîãäà äëÿ âûïîëíå-

íèÿ íåðàâåíñòâà (1.87), â ñëåäîâàòåëüíî è (1.65), íåîáõîäèìî, ÷òîáû

ν < 0 . Â ýòîì ñëó÷àå òåìîäèíàìè÷åñêè âîçìîæåí â ðàçíîìîäóëüíîé

óïðóãîé ñðåäå ïåðåõîä èç ðàñòÿíóòîãî ñîñòîÿíèÿ â ñæàòîå è ðàñïðî-

ñòðàíåíèå óäàðíîé âîëíû.
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Â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè, êîãäà ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ

äâèæåòñÿ â ðàçíîìîäóëüíîé ñðåäå ñ ïîòåíöèàëîì (1.37), ïðèíöèï êëàñ-

ñèôèêàöèè âîçìîæíûõ ðàçðûâîâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.38) ïî òèïàì

(ïîëóñèãíîòîí, ñèãíîòîí, óäàðíàÿ âîëíà, ïðîñòàÿ âîëíà) îñòàåòñÿ òàêèì

æå, ÷òî è äëÿ ïëîñêèõ îäíîìåðíûõ âîëí â ðàçíîìîäóëüíîé ñðåäå ñ ïî-

òåíöèàëîì (1.23). Îäíàêî ïðè îïðåäåëåíèè òèïà âîëíîâîãî ôðîíòà â

ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè èãðàåò ðîëü çíàê è ïîâåäåíèå ïåðâîãî

èíâàðèàíòà òåíçîðà äåôîðìàöèé J1 , à íå çíàê ãðàäèåíòà
∂u

∂x
.

Åñëè æå ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ Σ(t) äâèæåòñÿ â ñðåäå ñ ïîòåí-

öèàëîì (1.40), ïî-ðàçíîìó ðåàãèðóþùåé íà ñäâèãè â ïðîòèâîïîëîæíûõ

íàïðàâëåíèÿõ, êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ ðàçðûâîâ ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ äâèæåíèÿ (1.43) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íîé ðàññìîòðåííîé äëÿ ñðåä,

ïî-ðàçíîìó ñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ñâåäåíèÿ î òèïàõ è îñîáåííîñòÿõ ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ñèëüíûõ è ñëàáûõ ðàçðûâîâ íåîáõîäèìû äëÿ ïîñòà-

íîâêè è ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìèêè äåôîðìèðîâàíèÿ ðàññìàòðè-

âàåìûõ óïðóãèõ ñðåä.
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2. Àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè óäàð-

íûõ âîëí â íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå

2.1 Îäíîìåðíûå àâòîìîäåëüíûå äâèæåíèÿ òî÷åê íåñæè-

ìàåìîé ñðåäû. Óäàð ïî äåôîðìèðîâàííîìó óïðóãîìó

ïîëóïðîñòðàíñòâó

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå äâèæåíèå â íåñæèìàåìîì óïðóãîì ïîëó-

ïðîñòðàíñòâå ïðè íàëè÷èè ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé. Ñëåäñòâèåì

íåñæèìàåìîñòè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èç êîìïîíåíò òåí-

çîðà ãðàäèåíòà ïåðåìåùåíèé u1,1 = 0 , à u2,1(x1, t) è u3,1(x1, t) îòëè÷-

íû îò íóëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äî íà÷àëà êàêîãî-ëèáî âîçäåéñòâèÿ íà

ãðàíèöó âñþäó â ïîëóïðîñòðàíñòâå

u2,1 = f0 = const, u3,1 = q0 = const, P = P0 = const. (2.1)

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íà ãðàíèöó óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà

x1=0 íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ñäâèãàþùå-ñæèìàþùàÿ íàãðóçêà

σij(u2,1, u3,1) = const . Ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè ïîñòîÿííûå f0 , q0 è

P0 ñêà÷êîîáðàçíî èçìåíÿþòñÿ äî çíà÷åíèé u2,1
∣∣
x1=0

= f1 = const ,

u3,1
∣∣
x1=0

= s1 = const , P
∣∣
x1=0

= P1 = const .

Ïîñòîÿíñòâî ïðèëîæåííîé íà ãðàíèöó ïîëóïðîñòðàíñòâà íàãðóæà-

þùèõ óñèëèé σij ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ðåøåíèå çàäà÷è â àâòîìîäåëüíîì

âèäå. Ââåäåì àâòîìîäåëüíóþ ïåðåìåííóþ ξ = x1/ct ( c2 = µρ−1 ) è

ôóíêöèè w(ξ) =
u2
ct

è ζ(ξ) =
u3
ct

.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû

(1.22), ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (1.21) äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé

σij , ÷åðåç àâòîìîäåëüíóþ ïåðåìåííóþ ξ . Ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèé w(ξ)
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è ζ(ξ) ñèñòåìó äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

Fw′′ +Dζ ′′ = 0,

Dw′′ +Qζ ′′ = 0,
(2.2)

ãäå

F = −ρc2ξ2 +
∞∑
l=0

γlm
l + 2(w′)2

∞∑
l=1

lγlm
l−1,

Q = −ρc2ξ2 +
∞∑
l=0

γlm
l + 2(υ′)2

∞∑
l=1

lγlm
l−1,

D = 2w′ζ ′
∞∑
l=1

lγlm
l−1.

(2.3)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.2) â ñèëó ñâîåé îäíîðîäíîñòè èìååò òðèâè-

àëüíîå ðåøåíèå w′′ = 0 , ζ ′′ = 0 , åñëè åå îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ.

Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò â îáëàñòÿõ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè ðàç-

ðûâîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè w(ξ) è ζ(ξ) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

w = fξ + g, ζ = qξ + z, (2.4)

ãäå f , g , q , z � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2), êîòîðûå ðàçëè÷íû

äëÿ êàæäîé çîíû ìåæäó âîëíàìè.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (2.4) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîò-

íîøåíèÿ äëÿ ãðàäèåíòîâ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé è êîìïîíåíò

ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé:

u2,1 = f, u3,1 = q,

υ1 = cg, υ2 = cz.
(2.5)

Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû

(2.2) ðàâåí íóëþ:

FQ−D2 = 0. (2.6)
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Ó÷èòûâàÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ (2.3), ñîîòíîøåíèå (2.6) îáðà-

ùàåòñÿ â òîæäåñòâî, åñëè òîëüêî ξ è m ñâÿçàíû çàâèñèìîñòüþ

ξ2 = 1 +
1

ρc2

∞∑
l=1

γl(1 + 2l)ml. (2.7)

Ïîäñòàíîâêà (2.5) â (2.2) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âñþäó â îáëàñòè

íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ζ ′

w′ = const. (2.8)

Ðåøåíèå (2.7) óðàâíåíèÿ (2.6) ïðè óñëîâèè (2.8) çàäàåò ïëîñêîïî-

ëÿðèçîâàííóþ âîëíó Ðèìàíà. Íà òàêîé âîëíå, êàê è íà óäàðíîé âîëíå

ñäâèãîâîé íàãðóçêè (1.69)�(1.70), íå ìîæåò ìåíÿòüñÿ íàïðàâëåííîñòü

ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà, à èçìåíÿåòñÿ òîëüêî åãî èíòåíñèâíîñòü.

Ïîëîæåíèå ïåðåäíåãî è çàäíåãî ôðîíòîâ ïðîñòîé âîëíû çàäàþòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííîé ξ :

ξ+ =

{
1+

1

ρc2

∞∑
l=1

γl(1+2l)ml
0

}1/2

,

ξ− =

{
1+

1

ρc2

∞∑
l=1

γl(1+2l)ml
i

}1/2

,

mi = f 2
i + q2i .

(2.9)

Èíäåêñ i â âåëè÷èíå mi ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó îáëàñòè çà âîëíîâûì

ôðîíòîì.

Èç (2.9) ñëåäóåò, ÷òî öåíòðèðîâàííàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëü-

êî â ñëó÷àå, êîãäà m1 < m0 , ÿâëÿÿñü, òàêèì îáðàçîì, öåíòðèðîâàííîé

âîëíîé ðàçãðóçêè. Êîãäà æå m1 > m0 , â ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ óäàð-

íàÿ âîëíà, ìåíÿþùàÿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé m ñêà÷êîîáðàçíî îò çíà÷å-

íèÿ m0 äî çíà÷åíèÿ m1 , òî åñòü ïðîèñõîäèò äîïîëíèòåëüíûé ñäâèã â

íàïðàâëåíèè ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé. Ýòî ïîïåðå÷íàÿ âîëíà íà-

ãðóçêè, íà êîòîðîé íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.69). Ñêîðîñòü
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òàêîé âîëíû ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñîãëàñíî (1.70), åñëè ïîëîæèòü

m = m0 .

Èìååòñÿ åùå îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.6):

ξ2 = 1 +
1

ρc2

∞∑
l=1

γlm
l. (2.10)

Ïîäñòàíîâêà (2.10) â (2.2), àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðåøåíèþ,

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â îáëàñòè íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî

âûïîëíåíèå óñëîâèÿ m′ = 0 . Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî

çíà÷åíèå ξ , ïðè êîòîðîì äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ìîæåò èçìåíèòü-

ñÿ. Ñðàâíèâàÿ (2.10) ñ (1.73), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïîëó÷åííîå

çíà÷åíèå ξ ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ óäàðíîé âîëíû êðóãîâîé ïîëÿ-

ðèçàöèè, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ñëåäîì çà óäàðíîé âîëíîé íàãðóçêè ïðè

m1 > m0 , èëè öåíòðèðîâàííîé âîëíîé, åñëè m1 < m0 . Äåéñòâèòåëüíî,

çíà÷åíèå ξ , ñëåäóþùåå èç (2.10), îêàçûâàåòñÿ ìåíüøèì ξ− , âû÷èñëåí-

íîìó ñîãëàñíî âòîðîìó ðàâåíñòâó èç (2.9). Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå

íàïðàâëåííîñòè ïðåäâàðèòåëüíûõ ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé ìîæåò ïðî-

èñõîäèòü â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òîëüêî ñêà÷êîîáðàçíî íà äàííîé

óäàðíîé âîëíå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîèçâîäèìûì âîçäåéñòâèåì íà ãðàíè-

öû óïðóãîãî ñëîÿ. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ äàííîé óäàðíîé âîëíû

ìîæíî âû÷èñëèòü èç (1.73), åñëè ïîëîæèòü â íåì m = m0 .

Íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ P äîáàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëå-

íèÿ âî âñåé äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè çà óäàðíîé âîëíîé íàãðóçêè èëè

öåíòðèðîâàííîé âîëíîé ðàçãðóçêè ñîãëàñíî (1.21), (1.66) âû÷èñëÿåòñÿ

çàâèñèìîñòüþ

Pi = −P0 +
∞∑
l=1

βlm
l
i. (2.11)

Â îáëàñòè öåíòðèðîâàííîé âîëíû ξ ∈ [ξ−, ξ+] ôóíêöèÿ P ìå-

íÿåòñÿ íåïðåðûâíî îò çíà÷åíèÿ P0 ïðè ξ = ξ+ äî çíà÷åíèÿ P ïðè
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ξ = ξ− , ñëåäóþùåãî èç (2.11). Íà óäàðíîé âîëíå êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè

ôóíêöèÿ äîáàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íåïðåðûâíà.

2.2 Îäíîìåðíîå ñòîëêíîâåíèå ïëîñêèõ óäàðíûõ âîëí

Ðàññìîòðèì íåñæèìàåìûé óïðóãèé ñëîé òîëùèíû h = h1 + h2 ,

êîòîðûé äî íà÷àëà âîçäåéñòâèÿ íà åãî ãðàíèöû íàõîäèëñÿ â íåäåôîð-

ìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè (çîíà 0 íà ðèñ. 5). Íà÷àëüíîå ãèäðîñòàòè÷åñêîå

äàâëåíèå çàäàíî ïîñòîÿííûì P = P0 = const .

Òîëùèíó óïðóãîãî ñëîÿ çàäàäèì äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû íå

ó÷èòûâàòü ýôôåêòû îòðàæåíèÿ âîçìóùåíèé îò ãðàíèö ñëîÿ.

I

II

0

x2

x1

x3

0

h1

G2

G1

h2

Ðèñ. 5. Âîçíèêíîâåíèå ñäâèãîâûõ óäàðíûõ âîëí â íåñæèìàåìîì óïðóãîì ñëîå

Ïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà ãðàíèöû ñëîÿ íà÷è-

íàåò äåéñòâîâàòü ñäâèãàþùå-ñæèìàþùàÿ óäàðíàÿ íàãðóçêà

σij(u2,1, u3,1) :

σI
11 = const < 0, σII

11 = const < 0,

σI
i1 = const, σII

i1 = const (i = 2, 3)

ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè uI2,1 = fI è uI3,1 = qI ïðè x1 = −h1 ,

uII2,1 = fII è uII3,1 = qII ïðè x1 = h2 ; èíäåêñû, îáîçíà÷åííûå ðèìñêèìè
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öèôðàìè, óêàçûâàþò íà ñîîòâåòñòâóþùèå çîíû äåôîðìèðîâàíèÿ íà ðè-

ñóíêàõ. Ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå ñêà÷êîîáðàçíî ìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå

íà PI = const â îáëàñòè I è PII = const â îáëàñòè II .

Â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ íà ãðàíèöû â íåäåôîðìèðîâàííîì ñëîå

íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ äâà ïëîñêèõ ñäâèãîâûõ óäàð-

íûõ ôðîíòà Σ1 è Σ2 (ðèñ. 5) ñî ñêîðîñòÿìè G1 è G2 . Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà ðàñïîëîæåíà òàê, ÷òî äâèæóùèåñÿ ïëîñêî-

ñòè ðàçðûâîâ Σ1 è Σ2 â ìîìåíò âñòðå÷è ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòüþ x1 = 0 .

Ïàðàìåòðû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû çà

ïîâåðõíîñòÿìè Σ1 è Σ2 äî ìîìåíòà èõ ñòîëêíîâåíèÿ (â çîíàõ I è II

íà ðèñ. 5) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (1.21) çàäàííûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ñêîðîñòè ïëîñêèõ ñäâèãîâûõ óäàðíûõ ôðîíòîâ

G1 è G2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.70):

G1 = c
{
1 + µ−1γ1mI + . . .

}1/2
,

G2 = c
{
1 + µ−1γ1mII + . . .

}1/2
.

(2.12)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà âîëíîâîé êàðòèíû, âîçíèêàþùåé ïî-

ñëå âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíûõ âîëí íàãðóçêè Σ1 , Σ2 , ââåäåì ïîíÿòèå

âåêòîðà ñäâèãà s̄ = {u2,1, u3,1} . Â çîíå I (ðèñ. 6) çàäàííîå äåôîðìè-

ðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì s̄I = {uI2,1, uI3,1} ,

â çîíå II � âåêòîðîì s̄II = {uII2,1, uII3,1} .

Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ óäàðíûõ âîëí Σ1 è Σ2 â ïðîòèâîïîëîæíûå

ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè x1 = 0 îòðàæàþòñÿ äâà ïàêåòà ïëîñêèõ îäíîìåð-

íûõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ. Â íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå êàæäûé ïàêåò

ñîäåðæèò äâà âîëíîâûõ ôðîíòà (óäàðíûõ èëè ïðîñòûõ), ñîãëàñíî ïîëó-

÷åííûì ðåçóëüòàòàì â � 2.1. Ñîñòîÿíèå â çîíå ìåæäó ïîñëåäíèìè îòðà-
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æåííûìè âîëíîâûìè ôðîíòàìè äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ êàê s̄ = s̄I + s̄II .

Òèï îòðàæåííûõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ (óäàðíàÿ âîëíà èëè ïðîñòàÿ âîë-

íà Ðèìàíà) áóäåò çàâèñåòü îò ñîîòíîøåíèÿ ìîäóëåé |s̄| , |s̄I | è |s̄II | .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìîäóëåé âåêòî-

ðîâ |s̄| , |s̄I | è |s̄II | , ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçíûå êîìáèíàöèè óäàðíûõ âîë-

íîâûõ ôðîíòîâ è ïðîñòûõ öåíòðèðîâàííûõ âîëí, ïîðîæäàåìûå âçàèìî-

äåéñòâèåì äâóõ óäàðíûõ âîëí íàãðóçêè, â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíî-

ñòè è ïîëÿðèçàöèè ïîñëåäíèõ.

2.2.1 Îòðàæåíèå ÷åòûðåõ óäàðíûõ ôðîíòîâ

Ïîëîæèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è çàäàíû òàêèì îáðàçîì (ðèñ. 6,

a), ÷òî

|s̄I | 6 |s̄II | < |s̄|. (2.13)

I

II

III

IV

V

x3
x2

x1

0

G3

G4

G5

G6

(a) (b)

sII

sI

s

или

ssII

sI

Ðèñ. 6. Îòðàæåíèå ÷åòûðåõ óäàðíûõ âîëí

Ñîîòíîøåíèå (2.13) ðåàëèçóåòñÿ, åñëè, íàïðèìåð, èäóùèå íàâñòðå-

÷ó äðóã äðóãó âîëíû Σ1 è Σ2 îðòîãîíàëüíî ïîëÿðèçîâàíû, ò.å. íàïðÿ-
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æåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå çà íèìè çàäàíî ïàðàìåòðàìè:

uI2,1
∣∣
x1=−h1

= fI = const < 0, uI3,1
∣∣
x1=−h1

= qI = 0,

uII2,1
∣∣
x1=h2

= fII = 0, uII3,1
∣∣
x1=h2

= qII = const > 0.
(2.14)

Ïîñêîëüêó ðåçóëüòèðóþùèé ñäâèã |s̄| â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì

(2.13) áîëüøå, ÷åì çàäàííûå íà ãðàíèöàõ ñëîÿ |s̄I | è |s̄II | , òî ïîñëå

âçàèìîäåéñòâèÿ âîëíîâûõ ôðîíòîâ Σ1 è Σ2 â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòî-

ðîíû íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ïàðà âîëíîâûõ ïàêåòîâ èç äâóõ óäàðíûõ âîëí

êàæäûé (ðèñ. 6, b). Óäàðíûå âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â óæå äå-

ôîðìèðîâàííûå îáëàñòè I è II . Ïåðåäíèå îòðàæåííûå ôðîíòû Σ3 è

Σ5 ÿâëÿþòñÿ óäàðíûìè ñäâèãîâûìè âîëíàìè, à íà óäàðíûõ âîëíàõ Σ4

è Σ6 ïðîèñõîäèò ïîâîðîò óâåëè÷åííûõ ñäâèãîâ òàê, ÷òîáû èõ íàïðàâ-

ëåííîñòü ñîâïàëà.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ñêîðî-

ñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íàãðóçêè Σ1 , Σ2 , óäàðíûõ ñäâèãîâûõ âîëí

Σ3 , Σ5 , óäàðíûõ âîëí ïîâîðîòà Σ4 , Σ6 , à òàêæå ïàðàìåòðîâ íàïðÿ-

æåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ f , q , g , z â çîíàõ I , II , III ,

IV , V ìåæäó âîëíîâûìè ôðîíòàìè.

Ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íàãðóçêè Σ1 è Σ2 è îñòàëüíûå

ïàðàìåòðû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòÿõ I è

II (ðèñ. 5) ñ ó÷åòîì (2.14) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

G1 = c
{
1 + µ−1γ1f

2
I + . . .

}1/2
,

G2 = c
{
1 + µ−1γ1q

2
II + . . .

}1/2
,

υI
2 = −fIG1, υI

3 = 0, PI = P0 − β1f
2
I − β2f

4
I + . . . ,

υII
2 = 0, υII

3 = qIIG2, PII = P0 − β1q
2
II − β2q

4
II + . . . .

(2.15)

Ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé îòðàæåííûõ óäàð-

íûõ âîëí G3 , G4 , G5 , G6 è ïàðàìåòðîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû ìåæ-
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äó âîëíàìè â çîíàõ III , IV è V (ðèñ. 6, b) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

÷åòûðåõ áëîêîâ (ïî êîëè÷åñòâó îòðàæåííûõ âîëí), êàæäûé èç êîòîðûõ

ñîñòîèò èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà óäàðíîé âîëíå

[ui]
∣∣
Σk

= 0, (2.16)

è äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ

[µ−1σi1]
∣∣
Σk

= −ξk[c
−1υi], i = 2, 3, (2.17)

èíäåêñ k ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó âîëíû íà ðèñ. 6, b.

Ïåðåäíèå îòðàæåííûå ôðîíòû Σ3 è Σ5 ÿâëÿþòñÿ óäàðíûìè ñäâè-

ãîâûìè âîëíàìè, äâèæóùèåñÿ ñî ñêîðîñòÿìè G3 è G5 ñîîòâåòñòâåííî,

óâåëè÷èâàþò äëèíó ïåðâîíà÷àëüíûõ ñäâèãîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, qIII =

qI = 0 , υ
(III)
3 = υ

(I)
3 = 0 â îáëàñòè III è fIV = fII = 0 , υ

(IV )
2 =

υ
(II)
2 = 0 . Çàïèøåì äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè (2.17) ñ ó÷åòîì

(1.21):

íà âîëíå Σ3

(µ+ γ1mI)fI − (µ+ γ1mIII)fIII = −ρc2ξ3(gI − gIII), (2.18)

íà âîëíå Σ5

(µ+ γ1mII)qII − (µ+ γ1mIV )qIV = −ρc2ξ5(hII − hIV ). (2.19)

Ïåðåìåííàÿ ξ3 îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ôðîíòà Σ3 , ξ5 � ôðîíòà Σ5 .

Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé (2.16) íà ñäâèãîâîé óäàðíîé

âîëíå Σ3 â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

(fI − fIII)ξ3 + (gI − gIII) = 0, (2.20)

íà âîëíå Σ5

(qII − qIV )ξ5 + (hII − hIV ) = 0. (2.21)
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Íà óäàðíûõ âîëíàõ ïîâîðîòà Σ4 è Σ6 ñî ñêîðîñòÿìè G4 è G6 ñî-

îòâåòñòâåííî (ðèñ. 6, b) òàêæå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.16)

è (2.17):

íà âîëíå Σ4 :

(µ+ γ1mIII)fIII − (µ+ γ1mV )fV = −ρc2ξ4(gIII − gV ),

(µ+ γ1mV )qV = −ρc2ξ4hV ,

(fIII − fV )ξ4 + (gIII − gV ) = 0,

qV ξ4 + hV = 0,

(2.22)

íà âîëíå Σ6 :

(µ+ γ1mV )fV = −ρc2ξ6gV ,

(µ+ γ1mIV )qIV − (µ+ γ1mV )qV = −ρc2ξ6(hIV − hV ),

(qIV − qV )ξ6 + (hIV − hV ) = 0,

fV ξ6 + gV = 0.

(2.23)

ãäå ξ4 îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ôðîíòà Σ4 , ξ6 � ôðîíòà Σ6 .

Ïîñêîëüêó äëèíà âåêòîðà ñäâèãà s̄ íå èçìåíÿåòñÿ íà âîëíàõ ïî-

âîðîòà Σ4 è Σ6 , òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íà ýòèõ óäàðíûõ âîëíàõ

ðàâåíñòâà äëèí âåêòîðîâ ñäâèãà â III , IV è V çîíàõ:

f 2
III = f 2

V + q2V ,

q2IV = f 2
V + q2V .

(2.24)

Óðàâíåíèÿ (2.18)-(2.24) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ÷åòûðíàäöà-

òè íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî äâåíàäöàòè

íåèçâåñòíûõ: ξ3 , ξ4 , ξ5 , ξ6 , fIII , gIII , qIV , hIV , fV , qV , gV , hV .

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò äâå ïàðû ëèíåéíî çàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ (äè-

íàìè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè íà âîëíàõ Σ4 è Σ6 ). Óáèðàÿ èç ñè-

ñòåìû äâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñ äðóãèìè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
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ùóþ çàìêíóòóþ ñèñòåìó 12 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 12 íåèçâåñòíûõ:

(µ+ γ1mI)fI − (µ+ γ1mIII)fIII = −ρc2ξ3(gI − gIII),

(µ+ γ1mII)qII − (µ+ γ1mIV )qIV = −ρc2ξ5(hII − hIV ),

(µ+ γ1mIII)fIII − (µ+ γ1mV )fV = −ρc2ξ4(gIII − gV ),

(µ+ γ1mIV )qIV − (µ+ γ1mV )qV = −ρc2ξ6(hIV − hV ),

(fI − fIII)ξ3 + (gI − gIII) = 0,

(qII − qIV )ξ5 + (hII − hIV ) = 0,

(fIII − fV )ξ4 + (gIII − gV ) = 0,

qV ξ4 + hV = 0,

(qIV − qV )ξ6 + (hIV − hV ) = 0,

fV ξ6 + gV = 0,

f 2
III = f 2

V + q2V ,

q2IV = f 2
V + q2V .

(2.25)

Â îáåçðàçìåðåííîì âèäå ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
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äóþùèì îáðàçîì:

(1 + γ̃1mI)fI − (1 + γ̃1mIII)fIII = −ξ23(gI − gIII),

(1 + γ̃1mII)qII − (1 + γ̃1mIV )qIV = −ξ25(hII − hIV ),

(1 + γ̃1mIII)fIII − (1 + γ̃1mV )fV = −ξ24(gIII − gV ),

(1 + γ̃1mIV )qIV − (1 + γ̃1mV )qV = −ξ26(hIV − hV ),

(fI − fIII)ξ3 + (gI − gIII) = 0,

(qII − qIV )ξ5 + (hII − hIV ) = 0,

(fIII − fV )ξ4 + (gIII − gV ) = 0,

qV ξ4 + hV = 0,

(qIV − qV )ξ6 + (hIV − hV ) = 0,

fV ξ6 + gV = 0,

f 2
III = f 2

V + q2V ,

q2IV = f 2
V + q2V ,

(2.26)

ãäå

γ̃1 =
γ1
µ
.

Ïðîâåäÿ íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.26),

íàéäåì ñêîðîñòè óäàðíûõ âîëí ïîâîðîòà ξ4 è ξ6 :

ξ4 = −
√
1 + γ̃1mV , ξ6 =

√
1 + γ̃1mV . (2.27)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòè âîëí ïîâîðîòà ξ4 è ξ6 èìåþò îäèíàêî-

âîå çíà÷åíèå ïî ìîäóëþ, íî ïðîòèâîïîëîæíû ïî íàïðàâëåíèþ.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ðåøèòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó 10 íåëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 10 íåèçâåñòíûõ ( ξ3 ,
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ξ5 , fIII , gIII , qIV , hIV , fV , qV , gV , hV ):

(1 + γ̃1mI)fI − (1 + γ̃1mV )fIII = −ξ23(gI − gIII),

(1 + γ̃1mII)qII − (1 + γ̃1mV )qIV = −ξ25(hII − hIV ),√
1 + γ̃1mV (fIII − fV ) = gIII − gV ,

−
√
1 + γ̃1mV (qIV − qV ) = hIV − hV ,

(fI − fIII)ξ3 + (gI − gIII) = 0,

(qII − qIV )ξ5 + (hII − hIV ) = 0,

(fIII − fV )ξ4 + (gIII − gV ) = 0,

−qV
√

1 + γ̃1mV + hV = 0,

(qIV − qV )
√
1 + γ̃1mV + (hIV − hV ) = 0,

fV
√

1 + γ̃1mV + gV = 0,

f 2
III = f 2

V + q2V ,

q2IV = f 2
V + q2V .

(2.28)

×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.28), ïîëó-

÷åííîå ïðè çàäàííûõ ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëà è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

(2.17), íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íà âûïîëíåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî óñëî-

âèÿ ñîâìåñòíîñòè (1.72).

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è ïðè ñëåäóþùèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ:

µ−1σ21
∣∣
x1=−h1

= −0,005 è µ−1σ31
∣∣
x1=h2

= 0,005 . Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.28) ïðè òàêèõ êðàå-

âûõ óñëîâèÿõ ïîëó÷åíî, ÷òî ñäâèãîâûå âîëíû Σ3 è Σ5 äåéñòâèòåëüíî

ïðèâîäÿò ê óâåëè÷åíèþ ïðåäâàðèòåëüíûõ ñäâèãîâ, à óäàðíûå âîëíû ïî-

âîðîòà Σ4 è Σ6 èçìåíÿþò íàïðàâëåííîñòü ñäâèãà: íà Σ4 ñòàíîâèòñÿ

îòëè÷íîé îò íóëÿ êîìïîíåíòà u3,1 è ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøàåòñÿ u2,1 ;

àíàëîãè÷íî, íà âîëíå Σ6 êîìïîíåíòà u3,1 óâåëè÷èâàåòñÿ, à u2,1 ïåðå-
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Ðèñ. 7. Äèàãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ñðåäû ïðè îòðàæåíèè ÷åòûðåõ óäàðíûõ âîëí

ñòàåò áûòü ðàâíîé íóëþ.

Äèàãðàììû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-

âàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû ïî çîíàì I � IV ìåæäó óäàðíûìè âîëíàìè

Σ3 , Σ4 , Σ5 è Σ6 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7.

Ïðîâåäåííàÿ ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëà, ÷òî

ïðè óâåëè÷åíèè íàãðóçêè (íàïðèìåð, íà ãðàíèöå x1 = −h1 ) àáñîëþò-

íûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé óäàðíûõ âîëí òàêæå óâåëè÷èâàþòñÿ. Ïðè ýòîì

ïðèðàùåíèå ñêîðîñòåé G3 è G5 âîëí íàãðóçêè áîëüøå, ÷åì ñêîðîñòåé

G4 = G6 âîëí ïîâîðîòà, ÷òî ïðèâîäèò ê ðîñòó øèðèíû îáëàñòåé III è

IV .

Äàâëåíèå â çîíàõ III � V âû÷èñëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (2.11) è

çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P0 è ãðàäè-
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åíòîâ ïåðåìåùåíèé u2,1 , u3,1 â ñîîòâåòñòâóþùåé çîíå:

PIII = P0 − β1f
2
3 − β2f

4
3 + . . . ,

PIV = P0 − β1q
2
4 − β2q

4
4 + . . .

(2.29)

Íà óäàðíûõ âîëíàõ ïîâîðîòà Σ4 è Σ6 äîáàâî÷íîå ãèäðîñòàòè÷åñêîå

äàâëåíèå P íå èçìåíÿåòñÿ: PIII = PIV = PV . Ïîëó÷åííûå ÷èñëåí-

íûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ ïî çîíàì I � V ïðè çàäàííîì µ−1P0 = 0,001

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8.

-1.000015 -1.0000149 1.0000149 1.000033
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Ðèñ. 8. Äèàãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî çîíàì ïðè îòðàæåíèè ÷åòûðåõ óäàð-

íûõ âîëí

Óâåëè÷åíèå íàãðóçêè íà êàêîé-ëèáî èç ãðàíèö ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî äàâëåíèå â çîíå çà îòðàæåííîé óäàðíîé ñäâèãîâîé âîëíîé óìåíüøà-

åòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè óâåëè÷åíèè íàãðóçêè íà ãðàíèöå x1 = −h1 (ïàðà-

ìåòð fI ), äàâëåíèå â çîíå III óìåíüøèòñÿ, à â çîíå IV îñòàíåòñÿ áåç

èçìåíåíèé.
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2.2.2 Âîçíèêíîâåíèå â îòðàæåííîì ïàêåòå ïðîñòîé âîë-

íû Ðèìàíà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà íà ãðàíèöàõ ñëîÿ çàäàíû ïîñòî-

ÿííûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñäâèãè òàêèå (ðèñ. 9, à), ÷òî

|s̄I | < |s̄| < |s̄II |. (2.30)

I

II

III

IV

V

x3

x2

x1

0

G4

G5

G6

(a) (b)

+
G3

-G3

+

-

sI

sII

s

Ðèñ. 9. Îòðàæåíèå ñìåøàííîãî ïàêåòà è ïàêåòà èç óäàðíûõ âîëí

Äàííîå ñîîòíîøåíèå çàäàííûõ è ðåçóëüòèðóþùèõ ñäâèãîâûõ äå-

ôîðìàöèé ðåàëèçóåòñÿ ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

uI2,1
∣∣
x1=−h1

= fI = const < 0, uI3,1
∣∣
x1=−h1

= qI = const,

uII2,1
∣∣
x1=h2

= 0, uII3,1
∣∣
x1=h2

= q2 = const > 0,

(uI2,1)
2 + (uI3,1)

2 > (uII3,1)
2.

(2.31)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, äî ìîìåíòà ñòîëêíî-

âåíèÿ â ñðåäå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó äâå ñäâèãîâûå
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óäàðíûå âîëíû Σ1 è Σ2 ñî ñêîðîñòÿìè

G1 = c
{
1 + µ−1γ1(f

2
I + q2I) + . . .

}1/2
,

G2 = −c
{
1 + µ−1γ1q

2
II + . . .

}1/2
,

(2.32)

ïðè÷åì G1 > G2 . Äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå çà ôðîíòàìè Σ1 è Σ2

îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è ðàíüøå, òîëüêî ïàðàìåòðàìè (2.31) è èìååò âèä

υI
2 = −fIG1, υI

3 = −qIGI ,

υII
2 = 0, υII

3 = qIIG2,

PI = P0 − β1(f
2
I + q2I)− β2(f

2
I + q2I)

2 + . . . ,

PII = P0 − β1q
2
II − β2q

4
II + . . . .

(2.33)

Ïðè îòðàæåíèè âîëíîâûõ ôðîíòîâ îáðàòíî â óæå äåôîðìèðîâàí-

íóþ çîíó I óìåíüøåíèå ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà sII â ñîîòâåòñòâèè

ñ óñëîâèåì (2.30) ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî íà ïðîñòîé âîëíå Ðèìàíà ñ

ôðîíòàìè ξ = ξ+3 è ξ = ξ−3 (ðèñ. 9, á). Çà ïðîñòîé âîëíîé ñëåäóåò

óäàðíàÿ âîëíà ïîâîðîòà Σ4 , íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå íàïðàâ-

ëåííîñòè âåêòîðà ñäâèãà. Âòîðîé âîëíîâîé ïàêåò, îòðàæåííûé â çîíó

II , êàê è ðàíüøå, ñîñòîèò èç äâóõ óäàðíûõ ôðîíòîâ � âîëíû íàãðóçêè

Σ5 , óâåëè÷èâàþùåé ïðåäâàðèòåëüíûå ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè, è âîëíû

ïîâîðîòà Σ6 , ìåíÿþùåé èõ ïîëÿðèçàöèþ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì

(2.30).

Ñêîðîñòè ïåðåäíåãî è çàäíåãî ôðîíòà ïðîñòîé âîëíû âû÷èñëÿþò-

ñÿ èç ñîîòíîøåíèé (2.9). Ðåøåíèå â îáëàñòè ïðîñòîé âîëíû âû÷èñëÿåòñÿ

èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.22) ïðè ξ3 ∈ [ξ−3 ; ξ
+
3 ] . Ñêîðî-

ñòè óäàðíûõ âîëí G4 , G5 , G6 è ïàðàìåòðû äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû

ìåæäó âîëíàìè â çîíàõ IV è V , àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ïîñòàíîâêå

çàäà÷è, îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç òðåõ áëîêîâ

(ïî ÷èñëó îòðàæåííûõ óäàðíûõ âîëí), êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç
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óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà óäàðíîé âîëíå (2.16) è äèíàìè-

÷åñêèõ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ (2.17) (ïî 4 óðàâíåíèÿ äëÿ âîëí

G4 è G6 è 2 óðàâíåíèÿ äëÿ âîëíû G5 ). Â ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî äëèíà

âåêòîðà ñäâèãà s̄ íå èçìåíÿåòñÿ íà âîëíàõ ïîâîðîòà Σ4 è Σ6 , òî íåîá-

õîäèìî âûïîëíåíèå íà ýòèõ óäàðíûõ âîëíàõ ðàâåíñòâà äëèí âåêòîðîâ

ñäâèãà â III , IV è V çîíàõ (2.27). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

äâåíàäöàòè íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðè-

íàäöàòè íåèçâåñòíûõ: ξ4 , ξ5 , ξ6 , fIII , qIII , gIII , hIII , qIV , hIV ,

fV , qV , gV , hV .

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â äàííîé ïîñòàíîâêå ïðè

êðàåâûõ óñëîâèÿõ µ−1σI
21

∣∣
x1=−h1

= −0,005 , µ−1σI
31

∣∣
x1=−h1

= 0,007 ,

µ−1σII
31

∣∣
x1=h2

= 0,006 , µ−1σII
21

∣∣
x1=h2

=0 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 10.

2
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Ðèñ. 10. Äèàãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ñðåäû ïðè îòðàæåíèè óäàðíûõ âîëí è ïðîñòîé âîëíû Ðèìàíà
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòàÿ âîëíà Ðèìàíà ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ

ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà, à ñäâèãîâàÿ óäàðíàÿ âîëíà Σ5 , íàîáîðîò, ïðè-

âîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà. Òàêèì îáðàçîì, äëèíû

âåêòîðîâ ïðåäâàðèòåëüíûõ ñäâèãîâ sI è sII ñòàíîâÿòñÿ îäèíàêîâûìè.

Óäàðíûå âîëíû ïîâîðîòà Σ4 è Σ6 , êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, èìåþò

îäèíàêîâîå çíà÷åíèå ïî ìîäóëþ. Îíè èçìåíÿþò íàïðàâëåíèå ñäâèãà: íà

âîëíå Σ6 êîìïîíåíòà u3,1 óâåëè÷èâàåòñÿ, à u2,1 ïåðåñòàåò áûòü ðàâíîé

íóëþ.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì íàãðóçêè íà ãðàíèöó

ñëîÿ x1 = −h1 øèðèíà îáëàñòè ïðîñòîé âîëíû óâåëè÷èâàåòñÿ.

Äàâëåíèå â çîíàõ III è IV çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîãî ãèä-

ðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P0 è ãðàäèåíòîâ ïåðåìåùåíèé u2,1 , u3,1 â

ñîîòâåòñòâóþùåé çîíå è îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.29). Äîáàâî÷-

íîå ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå â îáëàñòè ïðîñòîé âîëíû ξ3 ∈ [ξ−3 ; ξ
+
3 ]

ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî îò çíà÷åíèÿ P0|ξ=ξ+3
äî çíà÷åíèÿ P |ξ=ξ−3

, êîòîðîå

îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (2.11). Íà óäàðíîé âîëíå ïîâîðîòà çíà÷å-

íèå äîáàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Ïîëó÷åí-

íûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äàâëåíèÿ

ïî çîíàì I � V ïðè çàäàííîì µ−1P0 = 0,001 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 11.

Óâåëè÷åíèå íàãðóçêè íà êàêîé-ëèáî èç ãðàíèö ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî äàâëåíèå â çîíå çà îòðàæåííîé óäàðíîé ñäâèãîâîé âîëíîé, à ñîîòâåò-

ñòâåííî, è çà âîëíîé ïîâîðîòà, óìåíüøàåòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè óâåëè÷åíèè

íàãðóçêè íà ãðàíèöå x1 = −h1 (ïàðàìåòðû fI è qI ), äàâëåíèå â çîíàõ

III è V óìåíüøèòñÿ, à â çîíå IV îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé.
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Ðèñ. 11. Äèàãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî çîíàì ïðè îò-

ðàæåíèè ñìåøàííîãî ïàêåòà è ïàêåòà èç óäàðíûõ âîëí

2.2.3 Îòðàæåíèå ïðîñòûõ âîëí Ðèìàíà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà íà ãðàíèöàõ ñëîÿ çàäàíû ïîñòî-

ÿííûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñäâèãè (ðèñ. 12, à) òàêèå, ÷òî

|s̄I | < |s̄II | < |s̄|. (2.34)

(a)

sI

s
sII

I

II

III

IV

V

x3

x2

x1

0

G4

G6

(b)

+G3

-G3

+

-

+

G5
- -

G5

Ðèñ. 12. Îòðàæåíèå ïðîñòûõ âîëí Ðèìàíà è óäàðíûõ âîëí ïîâîðîòà
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Ñîîòíîøåíèå (2.34) èìååò ìåñòî, åñëè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-

íîå ñîñòîÿíèå çà èäóùèìè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âîëíàìè íàãðóçêè Σ1

è Σ2 îïðåäåëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòðàìè

uI2,1
∣∣
x1=−h1

= f1 = const < 0, uI3,1
∣∣
x1=−h1

= q1 = const < 0,

uII2,1
∣∣
x1=h2

= f2 = const > 0, uII3,1
∣∣
x1=h2

= q2 = const > 0,

(uI2,1)
2 + (uI3,1)

2 > (uI2,1I)
2 + (uII3,1)

2.

(2.35)

Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, íàãðóçêó íà ãðàíèöàõ ñëîÿ âîçìîæíî çàäàòü

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîñòîÿíèå â çîíàõ I è II îïðåäåëÿëîñü òåìè æå

ïàðàìåòðàìè, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ò.å. ñîîòíîøåíèÿìè (2.31). Â

ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòè âîëí íàãðóçêè Σ1 è Σ2 âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî

ñîîòíîøåíèÿì (2.32), à ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷åê ñðåäû è äàâëåíèå â

çîíàõ I è II ìåæäó âîëíîâûìè ôðîíòàìè è ãðàíèöàìè íåñæèìàåìîãî

ñëîÿ � ñîîòíîøåíèÿìè (2.33). Îäíàêî, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2.34)

íåîáõîäèìî, ÷òîáû óãîë α ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ïîëÿðèçàöèè âîëí íà-

ãðóçêè Σ1 è Σ2 è îòíîøåíèå äëèí çàäàííûõ âåêòîðîâ |s̄I | è |s̄II |

óäîâëåòâîðÿëè íåðàâåíñòâó (âûäåëåííàÿ îáëàñòü íà ðèñ. 13)

|s̄II |
|s̄I |

< −2 cosα, α ∈ [2π/3, π]. (2.36)

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðà ñäâèãîâ sI è sII îïðåäåëÿþòñÿ

êîìïîíåíòàìè èç ñîîòíîøåíèé (2.35), ñêîðîñòè âîëí íàãðóçêè Σ1 è Σ2 ,

ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷åê ñðåäû è äàâëåíèå â çîíàõ I , II ïðèíèìàþò
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|sII|/|sI|

1

2

Ðèñ. 13. Ñîîòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ, êîãäà âîçìîæåí ñëó÷àé îòðàæåíèÿ ïðîñòûõ âîëí

Ðèìàíà è óäàðíûõ âîëí ïîâîðîòà

çíà÷åíèÿ

G1 = c
{
1 + µ−1γ1(f

2
I + q2I) + . . .

}1/2
,

G2 = −c
{
1 + µ−1γ1(f

2
II + q2II) + . . .

}1/2
,

υI
2 = −fIG1, υI

3 = −qIGI ,

υII
2 = fIIG2, υII

3 = qIIG2,

PI = P0 − β1(f
2
I + q2I)− β2(f

2
I + q2I)

2 + . . . ,

PII = P0 − β1(f
2
II + q2II)− β2(f

2
II + q2II)

2 + . . . .

(2.37)

Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ âîëí íàãðóçêè Σ1 è Σ2 â

ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû, ñîãëàñíî ñâîéñòâàì óäàðíûõ âîëí íàãðóç-

êè è öåíòðèðîâàííûõ âîëí, íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ñíà÷àëà ïðîñòûå âîë-

íû Ðèìàíà, à ñëåäîì óäàðíûå âîëíû ïîâîðîòà. Â ñëó÷àå óäîâëåòâîðå-

íèÿ êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è ñîîòíîøåíèÿì (2.34), (2.36), óìåíüøåíèå

ïðåäâàðèòåëüíûõ ñäâèãîâ |s̄I | , |s̄II | äî çíà÷åíèÿ |s̄| ïðè îòðàæåíèè

âîëíîâûõ ïàêåòîâ îáðàòíî â óæå äåôîðìèðîâàííûå çîíû I è II (ðèñ.

12, á) ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî íà ïðîñòûõ âîëíàõ Ðèìàíà ñ ôðîíòàìè

ξ3 ∈ [ξ+3 , ξ
−
3 ] è ξ5 ∈ [ξ+5 , ξ

−
5 ] . Îðèåíòèðîâàíèå âåêòîðîâ ñäâèãà s̄III è

s̄IV , ïîëó÷åííûõ çà ïðîñòûìè âîëíàìè â çîíàõ III è IV , êîëëèíåàðíî

ðåçóëüòèðóþùåìó âåêòîðó s̄ ïðîèñõîäèò íà óäàðíûõ âîëíàõ ïîâîðîòà
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Σ4 è Σ6 .

Ñêîðîñòè ïåðåäíèõ ξ+3 , ξ+5 è çàäíèõ ξ−3 , ξ−5 ôðîíòîâ ïðîñòûõ

âîëí âû÷èñëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (2.9). Ðåøåíèå â îáëàñòÿõ ïðîñòûõ

âîëí âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.22) ïðè ξ3 ∈

[ξ−3 ; ξ
+
3 ] è ξ5 ∈ [ξ−5 ; ξ

+
5 ] . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé óäàðíûõ âîëí ïî-

âîðîòà G4 , G6 è ïàðàìåòðîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû ìåæäó âîëíàìè

â çîíàõ IV è V , àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, íåîáõî-

äèìî çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ áëîêîâ, êàæäûé

èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà óäàðíîé

âîëíå (2.16) è äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ (2.17) (ïî 4

óðàâíåíèÿ äëÿ âîëí G4 è G6 ). Â ñèëó òîãî, ÷òî äëèíà âåêòîðà ñäâèãà s̄

íå èçìåíÿåòñÿ íà âîëíàõ ïîâîðîòà Σ4 è Σ6 , òî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå

ñîîòíîøåíèé (2.27) â çîíàõ III , IV è V .

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà çàäà÷è â òàêîé

ïîñòàíîâêå ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ µ−1σI
21

∣∣
x1=−h1

=−0,005 , µ−1σI
31

∣∣
x1=−h1

=

0,004 , µ−1σII
31

∣∣
x1=h2

= 0,0049 , µ−1σII
21

∣∣
x1=h2

=0,0045 áûëè ïîëó÷åíû ñëå-

äóþùèå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 14. Äåéñòâèòåëüíî, ïðî-

ñòûå âîëíû Ðèìàíà ïðèâîäÿò ê óìåíüøåíèþ ïðåäâàðèòåëüíûõ ñäâèãîâ,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî äëèíû âåêòîðîâ sI è sII ñòàíîâÿòñÿ îäèíàêîâûìè.

Óäàðíûå âîëíû ïîâîðîòà Σ4 è Σ6 , êàê è â ñëó÷àå ïðåäûäóùèõ ïîñòà-

íîâîê, èçìåíÿþò íàïðàâëåíèå ñäâèãà. Ñêîðîñòè âîëí ïîâîðîòà ðàâíû,

íî ïðîòèâîïîëîæíû ïî íàïðàâëåíèþ.
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Ðèñ. 14. Äèàãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ñðåäû ïðè îòðàæåíèè ïðîñòûõ âîëí Ðèìàíà è óäàðíûõ âîëí ïîâîðîòà

Óâåëè÷åíèå íàãðóçêè íà ãðàíèöû ñëîÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ

øèðèíû îáëàñòè ïðîñòîé âîëíû.

Äîáàâî÷íîå ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå â çîíàõ III è IV , ñî-

ãëàñíî ñîîòíîøåíèÿìè (2.29), çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîãî ãèäðîñòà-

òè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P0 è ãðàäèåíòîâ ïåðåìåùåíèé u2,1 , u3,1 â ñîîò-

âåòñòâóþùåé çîíå. Â îáëàñòè ïðîñòûõ âîëí ξ3 ∈ [ξ−3 ; ξ
+
3 ] è ξ5 ∈ [ξ−5 ; ξ

+
5 ]

äàâëåíèå, âû÷èñëÿåìîå èç ñîîòíîøåíèÿ (2.11), ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî îò

çíà÷åíèÿ P0|ξ=ξ+3
äî çíà÷åíèÿ P |ξ=ξ−3

è îò P0|ξ=ξ+5
äî P |ξ=ξ−5

ñîîòâåò-

ñòâåííî. Íà óäàðíîé âîëíå ïîâîðîòà çíà÷åíèå äîáàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè-

÷åñêîãî äàâëåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî

ýêñïåðèìåíòà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äàâëåíèÿ ïî çîíàì I � V ïðè çàäàí-

íîì µ−1P0 = 0,001 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 15.

Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä,

÷òî óâåëè÷åíèå íàãðóçêè íà êàêîé-ëèáî èç ãðàíèö ïðèâîäèò ê óìåíüøå-
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Ðèñ. 15. Äèàãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî çîíàì ïðè îò-

ðàæåíèè ïðîñòûõ è óäàðíûõ âîëí

íèþ äàâëåíèÿ â çîíå çà îòðàæåííîé óäàðíîé ñäâèãîâîé âîëíîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðÿÿ ñîîòâåòñòâèå êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è

ñîîòíîøåíèÿì (2.13), (2.30), (2.34), (2.36) ìîæíî çàðàíåå, íà ýòàïå ïî-

ñòàíîâêè, îïðåäåëèòü õàðàêòåð âîçíèêàþùèõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ, à ñëå-

äîâàòåëüíî, ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ïðîöåññ ðåøåíèÿ.
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3. Çàäà÷è îäíîîñíîãî óäàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäû

3.1 Âîçíèêíîâåíèå óäàðíîé âîëíû ïðè îäíîîñíîì óäàð-

íîì äåôîðìèðîâàíèè ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ïî-

ëóïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì ðàçíîìîäóëüíîå óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, íàõîäÿ-

ùååñÿ â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè äî íà÷àëà äåôîðìèðîâàíèÿ. Ðàçíîìîäóëü-

íûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà çàäàäèì óïðóãèì ïîòåíöèàëîì (1.23). Ïðÿìî-

óãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðåì òàê, ÷òîáû ãðàíè÷íàÿ

ïëîñêîñòü ñîâïàäàëà ñ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ {x2, x3} , à îñü x1 áû-

ëà íàïðàâëåíà âãëóáü ïîëóïðîñòðàíñòâà. Áóäåì èçó÷àòü òîëüêî òàêèå

äâèæåíèÿ òî÷åê ñðåäû, êîãäà åäèíñòâåííàÿ íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà âåê-

òîðà ïåðåìåùåíèé u1 çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîð-

äèíàòû x1 : u1(x1, t) = u(x, t) , u2 = u3 = 0 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îäíîîñ-

íîìó äåôîðìèðîâàíèþ.

Ïóñòü ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = t0 = 0 íà ãðàíèöó x = 0 ïîëó-

ïðîñòðàíñòâà íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü íàãðóçêà, ïðèâîäÿùàÿ ê äâèæåíèþ

òî÷åê ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè ïî çàêîíó u(0, t) = φ(t) . Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ôóíêöèÿ φ(t) ãëàäêàÿ, äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ è

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (ðèñ. 16):

φ(t) 6 0 ïðè 0 6 t 6 t2,

φ(0) = 0,

φ′(t) < 0 ïðè 0 6 t < t1,

φ′(t1) = 0,

φ′(t) > 0 ïðè t > t1,

(3.1)
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ãäå t1 � ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ôóíêöèÿ φ(t) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

t1

t2 t
0

(t),

'(t)

Ðèñ. 16. Ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé òî÷åê ãðàíèöû óïðóãîãî

ðàçíîìîäóëüíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ φ(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì âòîðîé

ñòåïåíè, ïîñêîëüêó ýòî íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé îïèñàííûì òðåáîâàíèÿì (3.1). Ëþáóþ äðóãóþ ôóíêöèþ, óäîâëå-

òâîðÿþùóþ òðåáîâàíèÿì (3.1), ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà è îãðà-

íè÷èòüñÿ ñëàãàåìûìè äî âòîðîé ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî.

Ñîãëàñíî âûáðàííîé ôóíêöèè íàãðóæåíèÿ φ(t) , ïîëóïðîñòðàí-

ñòâî ñíà÷àëà ïîäâåðãàåòñÿ ðàñòÿæåíèþ, à çàòåì ñ ìîìåíòà âðåìåíè t =

t1 íà÷èíàåòñÿ ñæàòèå.

Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê âðåìåíè t < t1 . Â îáëàñòè 0 6 x < ct

(çîíà I íà ðèñ. 17) ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.31), ãäå c = b .

Ðåøåíèå ä'Àëàìáåðà (1.33) äëÿ íåãî èìååò âèä

uI = f1

(
t− x

b

)
+ g1

(
t+

x

b

)
, (3.2)

ãäå f1 , g1 � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè.
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Ðèñ. 17. Âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè îäíîîñíîì óäàðíîì äåôîðìèðîâàíèè

ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè 0 6 t < t1

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäà÷è

u
∣∣∣
x=0

= φ(t) (3.3)

è óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïëîñêîñòè ðàçðûâà Σ(t)

[u]
∣∣∣
x=bt

= 0 (3.4)

ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè f1 è g1 â ðåøåíèè ä'Àëàì-

áåðà (3.2). Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (3.2) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.3) è (3.4) è

ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:
f1(t) + g1(t) = φ(t),

f1(0) + g1(2t) = 0.

(3.5)

Âûðàæàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ôóíêöèþ g1(ξ(t)) è ïîä-

ñòàâëÿÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è ïðè 0 6 t < t1

(ðèñ. 18):

u(x, t) =


φ
(
t− x

b

)
ïðè 0 6 x 6 bt,

0 ïðè x > bt.
(3.6)
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Ðèñ. 18. Ðåøåíèå çàäà÷è â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 6 t < t1

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó ïåðåä âîëíîé
∂u

∂x
= 0 , çà âîëíîé

∂u

∂x
> 0 , òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îò ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà

îòäåëÿåòñÿ ìåäëåííûé ïîëóñèãíîòîí Σβ(t) � âîëíà ðàçðåæåíèÿ. Ïåðåä

ôðîíòîì ïîëóñèãíîòîíà x = bt ñðåäà íåäåôîðìèðîâàíà, çà ôðîíòîì

äî ìîìåíòà t1 ñðåäà ïîäâåðãàåòñÿ ðàñòÿæåíèþ.

Ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = t1 íà ãðàíèöó ïîëóïðîñòðàíñòâà íà÷è-

íàåò äåéñòâîâàòü ñæèìàþùåå óñèëèå ( φ′(t) > 0 ïðè t > t1 ). Âñëåä-

ñòâèå òàêîãî âîçäåéñòâèÿ, ñîãëàñíî ââåäåííîé â � 1.5 êëàññèôèêàöèè

ðàçðûâîâ, ïåðåõîä èç ðàñòÿíóòîãî ñîñòîÿíèå â ñæàòîå ñðåäà ìîæåò îñó-

ùåñòâëÿòü òîëüêî ïîñðåäñòâîì óäàðíîé âîëíû Σα(t) , ôðîíò êîòîðîé

x =
t∫

t1

Gα(ξ)dξ äâèæåòñÿ âñëåä çà âîëíîé ðàçðåæåíèÿ Σβ(t) (ðèñ. 19).

Íà óäàðíîé âîëíå ïðîèçâîäíàÿ
∂u

∂x
ñêà÷êîì ìåíÿåò çíà÷åíèå ñ ïîëî-

æèòåëüíîãî (â çîíå I íà ðèñ. 19) íà îòðèöàòåëüíîå (â çîíå II íà ðèñ.

19). Ïîÿâëåíèå òàêîãî ñêà÷êà îáóñëîâëåíî êóñî÷íî-ëèíåéíûì âèäîì çà-

âèñèìîñòè (1.30): â îáëàñòè
t∫

t1

Gα(ξ)dξ 6 x 6 bt ñðåäà ðàñòÿãèâàåòñÿ

è â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (1.31) ôàçîâàÿ ñêîðîñòü c = b ; â îáëàñòè

0 6 x 6
t∫

t1

Gα(ξ)dξ ñðåäà ïîäâåðãàåòñÿ ñæàòèþ è ôàçîâàÿ ñêîðîñòü

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ c = a .
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Ðèñ. 19. Âîëíîâàÿ êàðòèíà óäàðíîãî îäíîîñíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ðàçíîìîäóëüíîãî

óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè t > t1

Ðåøåíèå â îáëàñòè II íà ðèñ. 19 òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ä'Àëàìáåðà

uII = f2

(
t− x

a

)
+ g2

(
t+

x

a

)
. (3.7)

Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè f2 è g2 îïðåäåëèì èç ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé çàäà÷è: ñîîòíîøåíèÿ (3.3) íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà è óñëîâèÿ

íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïëîñêîñòè ðàçðûâîâ Σα(t)

[u]
∣∣∣
x=

t∫
t1

Gα(ξ)dξ
= 0. (3.8)

Ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû Gα îïðåäåëèì èç ñîîòíîøåíèÿ (1.81). Ñ

äâóõ ñòîðîí îò óäàðíîé âîëíû Σα(t) êîýôôèöèåíò k èìååò çíà÷åíèÿ

k+ = 1 , k− = −1 , à åãî ñêà÷îê íà óäàðíîé âîëíå [k] = 2 . Ñîãëàñíî

ãåîìåòðè÷åñêèì è êèíåìàòè÷åñêèì óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè (1.74), (1.75)

äëÿ ñêîðîñòè óäàðíîé âîëíû èç (1.81) ïîëó÷èì:

2G2(t) = a2 + b2 − (a2 − b2)
uI,1 + uII,1
uI,1 − uII,1

. (3.9)
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Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.3) è (3.8) ñ ó÷åòîì (3.7) ñëåäóåò

f2(t) + g2(t) = φ(t),

φ
(
t− x

b

)
− f2

(
t− x

a

)
− g2

(
t+

x

a

)
= 0,

x =

t∫
t1

Gα(ξ)dξ.

(3.10)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû ïîñòîÿííà, òîãäà

ôðîíò óäàðíîé âîëíû x = G(t − t1) . Ò.ê. φ(t) âûáðàëè â âèäå ïî-

ëèíîìà âòîðîé ñòåïåíè, î ïðåäñòàâèì φ
(
t− x

b

)
= φ

(
t− G(t− t1)

b

)
â

âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå t1 :

φ

(
t− G(t− t1)

b

)
= φ

((
1− G

b

)
t+

G

b
t1

)
=

= φ(t1)+φ′(t1)

(
1− G

b

)
(t− t1)+

1

2
φ′′(t1)

(
1− G

b

)2

(t− t1)
2 + . . .

(3.11)

Àíàëîãè÷íî ðàçëîæèì â ðÿäû Òåéëîðà ôóíêöèè f2

(
t− x

a

)
è

g2

(
t+

x

a

)
:

f2

(
t− G(t− t1)

a

)
= f2

((
1− G

a

)
t+

G

a
t1

)
=

=f2(t1)+f ′
2(t1)

(
1−G

a

)
(t−t1)+

1

2
f ′′
2 (t1)

(
1−G

a

)2

(t−t1)
2+ . . .

g2

(
t− G(t− t1)

a

)
= g2

((
1− G

a

)
t+

G

a
t1

)
=

=g2(t1)+g′2(t1)

(
1−G

a

)
(t−t1)+

1

2
g′′2(t1)

(
1−G

a

)2

(t−t1)
2+ . . .

(3.12)

Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (3.11) è (3.12) âî âòîðîå óðàâ-

íåíèå (3.10). Ñ ó÷åòîì ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.10) è óñëîâèÿ φ′(t1) = 0

ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

φ′′(t1)

(
G

(
1

a2
− 1

b2

)
+2

(
1

a
+

1

b

))
(t−t1) =

4

a
f ′
2(t1)+

4

a
f ′′
2 (t1)(t−t1), (3.13)
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îòêóäà âèäíî, ÷òî f ′
2(t1) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïåðâîìó ñîîò-

íîøåíèþ èç (3.10), g′2(t1) = 0 . Òàêèì îáðàçîì, íàì èçâåñòíû ïåðâûå è

âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé f2(t1) è g2(t1) .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè óäàðíîé âîëíû, ïðåäñòàâèì â ñîîòíî-

øåíèè (3.9) ñóììó è ðàçíîñòü ãðàäèåíòîâ ïåðåìåùåíèé òîæå â âèäå ðÿ-

äîâ

u,I1 +u,II1 =

=−1

b
φ′
(
t−G(t−t1)

b

)
−1

a
f ′
2

(
t−G(t−t1)

a

)
+
1

a
g′2

(
t+

G(t−t1)

a

)
=

= (t− t1)φ
′′(t1)

(
−2

b
+

G

2

(
1

a2
+

3

b2

))
,

u,I1 −u,II1 =

=−1

b
φ′
(
t−G(t−t1)

b

)
+
1

a
f ′
2

(
t−G(t−t1)

a

)
−1

a
g′2

(
t+

G(t−t1)

a

)
=

= −(t− t1)φ
′′(t1)

G

2

(
1

a2
− 1

b2

)
. (3.14)

Ïîëó÷èì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòè óäàðíîé

âîëíû G

G3 + 2aG− 4a2d = 0,

ðåøåíèåì êîòîðîãî ïî ôîðìóëå Êàðäàíî áóäåò îäèí äåéñòâèòåëüíûé

êîðåíü

Gα =
3

√
a2

9

3

√(
9b+

√
3
√
a2 + 27b2

)2 − 3
√
3a2

3
√
9b+

√
3
√
a2 + 27b2

, (3.15)

ÿâëÿþùèéñÿ ñêîðîñòüþ óäàðíîé âîëíû, çàâèñÿùåé òîëüêî îò a è b ,

ïðè÷åì b < Gα < a ( ν <
λ

2
+ µ ). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå

âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè óäàðíîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì, ñî-

îòâåòñòâóþùèì òîëüêî êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè φ(t) . Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ

ñêîðîñòü äâèæåíèÿ óäàðíîé âîëíû îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùåé îò âðåìåíè.
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Ðèñ. 20. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè t > t1

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïåðåìåùåíèÿ u(x, t) â îáëàñòè II,

â ñîîòíîøåíèå (3.7) ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ðÿäû Òåéëîðà

(3.11) è (3.12). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ïðè t > t1 èìååò âèä

(ðèñ. 20):

u(x, t)=



φ(t1)+
φ′′(t1)

2

{
(t−t1)

2+
x2

a2
2a2b+Gα(b

2−a2)

a2b2
(t−t1)x

}
ïðè 0 6 x 6 Gα(t− t1),

φ
(
t− x

b

)
ïðè Gα(t− t1) 6 x 6 bt,

0 ïðè x > bt,

(3.16)

Ðåøåíèå (3.16) óäîâëåòâîðÿåò òåðìîäèíàìè÷åñêîìó óñëîâèþ ñîâ-

ìåñòíîñòè ðàçðûâîâ (1.65) íà ïîëóñèãíîòîíå x = bt è óäàðíîé âîëíå

x = Gα(t− t1) .

Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå (3.16), ïîëó÷åííîå çäåñü äëÿ

êóñî÷íî-ëèíåéíîé ñðåäû, ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò ðåøå-

íèé àíàëîãè÷íîé êðàåâîé çàäà÷è â ðàìêàõ êàê êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé

òåîðèè, òàê è äëÿ íåëèíåéíûõ ñðåä ñ íîðìàëüíîé èçîòðîïèåé. Ñ îä-

íîé ñòîðîíû, ïîêàçàíî, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ïðè äåôîðìèðîâàíèè êóñî÷íî-ëèíåéíîé ñðåäû äîïóñêàåò âîçíèêíîâåíèå

óäàðíîé âîëíû, ÷òî íåâîçìîæíî â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé è íå çàâè-
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ñÿùåé îò âðåìåíè, â îòëè÷èå îò íåëèíåéíûõ òåîðèé, ãäå ñêîðîñòè ïî-

âåðõíîñòåé ñèëüíûõ ðàçðûâîâ çàâèñÿò íå òîëüêî îò âðåìåíè, íî è îò

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðåä âîëíîé è èíòåíñèâíîñòè ðàçðûâà.

3.2 Âîçíèêíîâåíèå îáëàñòè ïîñòîÿííûõ ïåðåìåùåíèé ïðè

îäíîîñíîì óäàðíîì äåôîðìèðîâàíèè ðàçíîìîäóëüíî-

ãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà

Çàäàäèì òåïåðü ôóíêöèþ ïåðåìåùåíèé òî÷åê ãðàíè÷íîé ïëîñêî-

ñòè x = 0 ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà x > 0 òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 ïîëóïðîñòðàíñòâî

ñíà÷àëà ïîäâåðãàëîñü ñæàòèþ, à çàòåì ñ ìîìåíòà t = t1 � ðàñòÿæåíèþ.

Òî÷êè ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè äâèæóòñÿ ïî çàêîíó u(0, t) = φ(t) . Ôóíê-

öèÿ φ(t) , àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ãëàäêàÿ, äâàæäû íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (ðèñ. 21):

φ(t) > 0 ïðè 0 6 t 6 t2,

φ(0) = 0, φ′(t1) = 0,

φ′(t) > 0 ïðè 0 6 t < t1,

φ′(t) < 0 ïðè t > t1,

(3.17)

t1 t2 t
0

(t),

'(t)

Ðèñ. 21. Ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé òî÷åê ãðàíèöû óïðóãîãî

ðàçíîìîäóëüíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà
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∂
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Ðèñ. 22. Âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè ðàçíîìîäóëüíîãî

óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè 0 6 t < t1

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îò ãðàíèöû x = 0 îòäåëÿåòñÿ ôðîíò ñ

êîîðäèíàòîé x = ct . Â îáëàñòè 0 6 x < ct (çîíà I íà ðèñ. 22) ñïðàâåä-

ëèâî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.31), ãäå c = a . Ðåøåíèå ä'Àëàìáåðà (1.33)

â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä

uI = f1

(
t− x

a

)
+ g1

(
t+

x

a

)
. (3.18)

Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè f1 è g1 â ðåøåíèè ä'Àëàìáåðà (3.18) îïðå-

äåëèì èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3.3) è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùå-

íèé íà ïëîñêîñòè ðàçðûâà Σ(t)

[u]
∣∣∣
x=at

= 0. (3.19)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.18) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.3) è (3.19), ïîëó÷èì ñè-

ñòåìó óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íóþ (3.5), èç êîòîðîé ñëåäóåò ðåøåíèå çàäà÷è

ïðè 0 6 t < t1 :

u(x, t) =


φ
(
t− x

a

)
ïðè 0 6 x 6 at,

0 ïðè x > at.
(3.20)

Òàêèì îáðàçîì, â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îò ãðàíèöû ïîëóïðî-

ñòðàíñòâà îòäåëÿåòñÿ áûñòðûé ïîëóñèãíîòîí Σβ(t) � âîëíà ñæàòèÿ, êî-

òîðàÿ ñî ñêîðîñòüþ c = a íåñåò â íåäåôîðìèðîâàííîå ïîëóïðîñòðàí-

ñòâî ñæèìàþùèå ãðàíè÷íûå âîçìóùåíèÿ (ðèñ. 23).
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x
0

u(x,t)

a

xu/∂∂
I 0

Ðèñ. 23. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè 0 6 t 6 t1

Â ìîìåíò âðåìåíè t = t1 èçìåíÿåòñÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè íàãðó-

æåíèÿ � φ′(t) < 0 , ò. å. äåôîðìàöèè ìåíÿþò çíàê ñ îòðèöàòåëüíîãî íà

ïîëîæèòåëüíûé. Òàêèì îáðàçîì, êàê ïîêàçàíî â � 1.5, â ìîìåíò âðåìåíè

t = t1 âîçíèêíîâåíèå óäàðíîé âîëíû íåâîçìîæíî. Ñîãëàñíî ââåäåííîé

â � 1.5 êëàññèôèêàöèè ðàçðûâîâ, ïðè äàííîì ðåæèìå íàãðóçêè íà ãðà-

íèöå x = 0 ìîãóò âîçíèêíóòü òîëüêî äâà ïðîñòûõ ðàçðûâà: áûñòðûé

Σδ1(t) ñî ñêîðîñòüþ a è êîîðäèíàòîé ôðîíòà x = a(t − t1) è ìåä-

ëåííûé Σδ2(t) ñî ñêîðîñòüþ b è êîîðäèíàòîé ôðîíòà x = b(t − t1)

(ðèñ. 24). Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü áûñòðîãî ïðîñòîãî ðàçðûâà îêàçûâàåòñÿ

áîëüøå ñêîðîñòè ìåäëåííîãî, òî ìåæäó íèìè îáðàçóåòñÿ ñëîé, øèðèíà

êîòîðîãî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðè t > t1 .

0

I

x

x=0

x=at

a

0>
∂
∂

x

u

II

III

a

b
x=a(t-t1)

x=b(t-t1)

0<
∂
∂

x

u

0,0 =
∂
∂=

x

u

u

Ðèñ. 24. Âîëíîâàÿ êàðòèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåðâàëó âðåìåíè t1 6 t 6 t2

Ðåøåíèå (3.20) îñòàåòñÿ âåðíûì òîëüêî â îáëàñòè x > at (çîíà I
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íà ðèñ. 24). Â îáëàñòè 0 6 x 6 b(t−t1) (çîíà III íà ðèñ. 24) âûïîëíÿåòñÿ

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.31), ãäå c = b . Â ðåøåíèè ä'Àëàìáåðà

uIII = f3

(
t− t1 −

x

b

)
+ g3

(
t− t1 +

x

b

)
(3.21)

íåèçâåñòíûå ôóíêöèè f3(ξ(x, t)) è g3(ξ(x, t)) îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé

u
∣∣∣
x=0

= φ(t− t1),

[u]
∣∣∣
x=b(t−t1)

= 0.
(3.22)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.21) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.22), ïîëó÷èì ñèñòåìó

óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íóþ (3.5), â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êîòîðîé ìîæåì

çàïèñàòü ôóíêöèþ ïåðåìåùåíèé òî÷åê ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäû

â çîíå III:

uIII = φ
(
t− t1 −

x

b

)
. (3.23)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé u(x, t) â çîíå II çàïèøåì

óñëîâèå

[
∂u

∂x

] ∣∣∣
Σδ

= 0 íà ïðîñòûõ âîëíàõ Σδ1(t) è Σδ2(t)
(
∂uI

∂x
− ∂uII

∂x

) ∣∣∣
x=a(t−t1)

= 0,(
∂uII

∂x
− ∂uIII

∂x

) ∣∣∣
x=b(t−t1)

= 0.

(3.24)

Ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó (3.24) ðåøåíèÿ â çîíàõ I (3.20) è III (3.23), ïîëó÷à-

åì, ÷òî
∂uII

∂x
= 0 è íà ïðîñòîì ðàçðûâå Σδ1 , è íà Σδ2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

â îáëàñòè b(t − t1) 6 x 6 a(t − t1) (çîíà II íà ðèñ. 24) ïåðåìåùåíèÿ

èìåþò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå uII = φ(t1) .

Îêîí÷àòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è â ïîëó÷åííûõ îáëàñòÿõ ìåæäó âîë-

íîâûìè ôðîíòàìè Σβ(t) , Σδ1(t) è Σδ2(t) è ãðàíèöåé ïîëóïðîñòðàíñòâà

(ðèñ. 25), ñîãëàñíî óñëîâèÿì íà ïîëóñèãíîòîíàõ (1.82), ïðîñòûõ ðàçðû-

âàõ (1.83) è çàäàííîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè φ(t) , ïðè t > t1 áóäåò èìåòü
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III II I 0

Ðèñ. 25. Ðåøåíèå çàäà÷è â èíòåðâàëå âðåìåíè t1 6 t 6 t2

âèä

u(x, t)=



φ
(
t− x

b

)
ïðè 0 6 x 6 b(t− t1),

φ(t1) = const ïðè b(t− t1) 6 x 6 a(t− t1),

φ
(
t− x

a

)
ïðè a(t− t1) 6 x 6 at,

0 ïðè x > at.

(3.25)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëîå ìåæäó ïðîñòûìè ðàçðûâàìè Σδ1 è Σδ2 âîç-

íèêàåò îáëàñòü ïîñòîÿííûõ ïåðåìåùåíèé, â êîòîðîé òî÷êè ñðåäû ïîêî-

ÿòñÿ, òàê êàê ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ (3.25) ñêîðîñòü ïåðåìåùå-

íèé òî÷åê ñðåäû v(x, t) = u̇(x, t) = 0 ïðè b(t−t1) 6 x 6 a(t−t1) . Ñëîé

ïîñòîÿííûõ ïåðåìåùåíèé (
∂u

∂x
= 0 ïðè b(t− t1) 6 x 6 a(t− t1) ) ÿâëÿ-

åòñÿ ïåðåõîäíûì ìåæäó îáëàñòüþ ñæàòèÿ ( ∂u/∂x < 0 ïðè a(t − t1)6

x6at ) è îáëàñòüþ ðàñòÿæåíèÿ (
∂u

∂x
>0 ïðè 0 6 x 6 b(t− t1) ).

3.3 Îòðàæåíèå ïëîñêîé îäíîìåðíîé âîëíû îò æåñòêî çà-

êðåïëåííîé ãðàíèöû ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ñëîÿ

Â ðàìêàõ ìîäåëè (1.23) ðàññìîòðèì ðàçíîìîäóëüíûé óïðóãèé ñëîé

òîëùèíîé H , íàõîäÿùèéñÿ â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè äî ìîìåíòà âðåìåíè
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t0 . Ïðÿìîóîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-

ùèì çàäà÷àì, ïðèâÿæåì ê íàãðóæàåìîé ãðàíèöå ñëîÿ x = 0 . Ñ ìîìåí-

òà âðåìåíè t = 0 ñëîé ïîäâåðãàåòñÿ îäíîîñíîìó óäàðíîìó íàãðóæåíèþ

òàêèì îáðàçîì, ÷òî òî÷êè ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè x = 0 íà÷èíàþò äâè-

ãàòüñÿ ïî çàêîíó u(0, t) = φ(t) : φ(0) = 0 , φ′(t) ̸= 0 ïðè t > 0 . Âòîðàÿ

ãðàíèöà ñëîÿ x = H ïðè ýòîì æåñòêî çàêðåïëåíà: u(H, t) = 0 .

t
0

(t)

Ðèñ. 26. Ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé ãðàíèöû ñëîÿ x = 0

Ïóñòü ôóíêöèÿ φ(t) çàäàíà ïîëîæèòåëüíîé ìîíîòîííî âîçðàñòà-

þùåé (ðèñ. 26), ò.å. íà ãðàíèöó äåéñòâóåò ñæèìàþùàÿ íàãðóçêà, òîãäà

ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 â ñëîé îò ãðàíèöû x = 0 íà÷èíàåò ðàñïðî-

ñòðàíÿòüñÿ áûñòðûé ïîëóñèãíîòîí Σβ(t) � âîëíà ñæàòèÿ ñî ñêîðîñòüþ

c = a (ðèñ. 27).

0

I

x

x=0

x=at

a

0<
∂
∂

x

u

u=0

x=H

Ðèñ. 27. Âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ â ðàçíîìîäóëüíîì ñëîå ñ æåñòêî çàêðåï-

ëåííîé ãðàíèöåé ïðè t 6 H

a

Â îáëàñòè 0 6 x < at ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.31),

89



ãäå c = a . Ðåøåíèå ä'Àëàìáåðà äëÿ íåãî èìååò âèä (3.18). Ñîãëàñíî

óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîëóñèãíîòîíå è çàäàííîé íà

ãðàíèöå x = 0 ôóíêöèè φ(t) , ìîæåì îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè

â ðåøåíèè ä'Àëàìáåðà f1(ξ(x, t)) è g1(ξ(x, t)) . Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè

0 6 t 6 H

a
ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å äî ìîìåíòà ñìåíû

òèïà íàãðóçêè è èìååò âèä (ðèñ. 28)

u(x, t)=


φ
(
t− x

a

)
ïðè 0 6 x 6 at,

0 ïðè at 6 x 6 H.

(3.26)

H

x
0

u(x,t)

a

xu/∂∂
0I

Ðèñ. 28. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè 0 6 t 6 H

a

Ãðàíè÷íûå âîçìóùåíèÿ äîñòèãàþò ïîñðåäñòâîì ïîëóñèãíîòîíà

Σβ(t) çàêðåïëåííîé ãðàíèöû ñëîÿ x = H â ìîìåíò âðåìåíè t1 =
H

a
è îòðàæàþòñÿ îò íåå â âèäå âîëíîâîãî ôðîíòà Σ(t) ñ êîîðäèíàòîé

x = H − c(t − t1) . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ íàãðóæåíèÿ φ(t) ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùàÿ, òî â îáëàñòè H − c(t − t1) 6 x < H çà îòðàæåííûì

âîëíîâûì ôðîíòîì
∂u

∂x
îñòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ñîãëàñíî îïèñàííîé

â ãëàâå 1 êëàññèôèêàöèè ðàçðûâîâ, îò æåñòêî çàêðåïëåííîé ãðàíèöû

ñëîÿ îòðàæàåòñÿ ñèãíîòîí Σγ(t) , êîòîðûé íå ìåíÿåò õàðàêòåð ïðîöåññà

äåôîðìèðîâàíèÿ, ò. å. çà ôðîíòîì îòðàæåííîé âîëíû Σγ(t) ïðîèñõîäèò
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äàëüíåéøåå ñæàòèå ñðåäû. Ñêîðîñòü îòðàæåííîãî ñèãíîòîíà îêàçûâàåò-

ñÿ ðàâíîé a . Â îáëàñòè II (ðèñ. 29) âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

(1.31), â êîòîðîì ôàçîâàÿ ñêîðîñòü c = a .

II

x

x=0

x=H-a(t-t1)

a 0<
∂
∂

x

u

x=H

0<
∂
∂

x

u

I

Ðèñ. 29. Âîëíîâàÿ êàðòèíà, âîçíèêàþùàÿ â ðàçíîìîäóëüíîì ñëîå ñ æåñòêî çàêðåï-

ëåííîé ãðàíèöåé ïðè t >
H

a

Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè f2(ξ(x, t)) è g2(ξ(x, t)) â ðåøåíèè ä'Àëàì-

áåðà

uII = f2

(
t− H

a
− x

a

)
+ g3

(
t− H

a
+

x

a

)
(3.27)

îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ ãðàíèöû u(H, t) = 0 è

óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ñèãíîòîíå, ôðîíò êîòîðîãî

x = H − a(t − t1) = 2H − at . Ïîëó÷àåì äëÿ f2(ξ(x, t)) è g2(ξ(x, t))

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
f2

(
t− 2H

a

)
+ g2(t) = 0,

φ

(
2t− 2H

a

)
− f2

(
2t− 3H

a

)
− g2

(
H

a

)
= 0,

(3.28)

ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä
f2(ξ) = φ

(
ξ +

H

a

)
,

g2(ξ) = φ

(
ξ − H

a

)
,

(3.29)

ãäå ξ � ëþáîå.
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (3.29) äëÿ ôóíêöèé f2(ξ(x, t)) è g2(ξ(x, t))

â (3.27), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è ïðè t >
H

a
(ðèñ. 30):

u(x, t)=


φ
(
t− x

a

)
− φ

(
t− 2

H

a
+

x

a

)
ïðè 2H − at 6 x 6 H,

φ
(
t− x

a

)
ïðè 0 6 x 6 2H − at.

(3.30)

H

x
0

u(x,t)
a

xu/∂∂

I II

Ðèñ. 30. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè t > H/a

Èçìåíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü òåïåðü íà

ãðàíèöó ñëîÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 äåéñòâóåò ðàñòÿãèâàþùàÿ íà-

ãðóçêà òàê, ÷òî òî÷êè ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè x = 0 äâèæóòñÿ ïî çàêîíó,

îïðåäåëÿåìîìó îòðèöàòåëüíîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé φ(t)

(ðèñ. 31).

t
0

(t)

Ðèñ. 31. Ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå ñëîÿ x = 0

Â ýòîì ñëó÷àå êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîõðàíÿåò-

ñÿ. Ðàçíèöà â òîì, ÷òî ïðè 0 6 t 6 t1 â ñëîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òåïåðü
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âîëíà ðàçðåæåíèÿ Σβ(t) . Ñëîé ïîäâåðãàåòñÿ ðàñòÿæåíèþ ïîñðåäñòâîì

ìåäëåííîãî ïîëóñèãíîòîíà ñî ñêîðîñòüþ b , ò.ê. ∂u/∂x > 0 â îáëàñòè

I (ðèñ. 32, a). Ïîñëå îòðàæåíèÿ ãðàíè÷íûõ âîçìóùåíèé îò æåñòêî çà-

êðåïëåííîé ãðàíèöû x = H ïðè t > H/b ïî ñëîþ äâèæåòñÿ ñèãíîòîí

Σγ(t) (ðèñ. 32, b).

H

x
0

u(x,t)

b

xu/∂∂

I 0

H

x
0

u(x,t)

bxu/∂∂

III

(a) (b)

Ðèñ. 32. Îòðàæåíèå âîëíû ðàçðåæåíèÿ îò æåñòêî çàêðåïëåííîé ãðàíèöû ñëîÿ: (a) �

ðåøåíèå çàäà÷è ïðè 0 6 t 6 H/b ; (b) � ðåøåíèå çàäà÷è ïðè t > H/b

Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó-

÷àå, ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñèãíîòîíà ïî ïðåäâàðèòåëüíî ðàñòÿíóòîé îá-

ëàñòè ñëîÿ íå èçìåíÿåòñÿ è ðàâíà b . Ðåøåíèå çàäà÷è, ïîëó÷åííîå àíà-

ëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ïîñòàíîâêå, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ïðè 0 6 t 6 H

b
:

u(x, t)=


φ
(
t− x

b

)
ïðè 0 6 x 6 bt,

0 ïðè bt 6 x 6 H;

ïðè t >
H

b
:

u(x, t)=


φ
(
t− x

b

)
− φ

(
t− 2

H

b
+

x

b

)
ïðè 2H − bt 6 x 6 H,

φ
(
t− x

b

)
ïðè 0 6 x 6 2H − bt.
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Òàêèì îáðàçîì, âûáîð íàïðàâëåíèÿ âîçäåéñòâèÿ íà íàãðóæàåìóþ

ãðàíèöó x = 0 (ñæàòèå èëè ðàñòÿæåíèå) íå âëèÿåò íà êà÷åñòâåííûé õà-

ðàêòåð ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è: îò æåñòêî çàêðåïëåííîé ãðàíèöû ñëîÿ

x = H âñåãäà îòðàæàåòñÿ îäèí âîëíîâîé ôðîíò � ñèãíîòîí Σγ(t) . Âèä

ôóíêöèè íàãðóæåíèÿ âëèÿåò òîëüêî íà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíÿþùåãî-

ñÿ ïî ñëîþ ñèãíîòîíà � áûñòðûé ñî ñêîðîñòüþ a èëè ìåäëåííûé ñî

ñêîðîñòüþ b .

3.4 Îòðàæåíèå ïëîñêîé îäíîìåðíîé âîëíû ñæàòèÿ îò ñâî-

áîäíîé ãðàíèöû ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ñëîÿ

Âûâîä, ïîëó÷åííûé â � 3.3, ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì, åñëè îòêàçàòü-

ñÿ îò óñëîâèÿ æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ ãðàíèöû ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî

ñëîÿ u(H, t) = 0 , ñ÷èòàÿ òåïåðü ýòó ãðàíèöó ñâîáîäíîé.

Â ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäå ðàññìîòðèì ñëîé, ó êîòîðîãî íà

ãðàíè÷íóþ ïëîñêîñòü x = 0 ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 íà÷èíàåò äåé-

ñòâîâàòü ñæèìàþùàÿ íàãðóçêà, à âòîðàÿ ãðàíèöà x = H îñòàåòñÿ ñâî-

áîäíîé íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ. Óñëîâèå îòñóò-

ñòâèÿ âíåøíåé íàãðóçêè íà ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè x = H çàïèøåì â

âèäå:

σ
∣∣∣
x=H

= 0. (3.31)

Ïîñêîëüêó íàïðÿæåíèå σ âû÷èñëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.30), òî

óñëîâèå (3.31) ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ

∂u

∂x

∣∣∣∣∣
x=H

= 0. (3.32)

Ïóñòü íà ãðàíè÷íóþ ïëîñêîñòü x = 0 äåéñòâóåò ñæèìàþùàÿ íà-

ãðóçêà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè
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t

0

(t)

(a)

t
0

(t)

(b)

Ðèñ. 33. Ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå ñëîÿ x = 0 : (a) � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ

φ(t) ( φ′′(t) < 0 ), (b) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ φ(t) ( φ′′(t) > 0 )

ïðè t > 0 îêàçûâàþòñÿ çàäàííûìè ïîëîæèòåëüíîé ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàþùåé âûïóêëîé èëè âîãíóòîé ôóíêöèåé u(0, t) = φ(t) : φ(t) > 0 ,

φ(0) = 0 , φ′(t) > 0 (ðèñ. 33). Òîãäà íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0

ãðàíè÷íûå âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ñëîé ïîñðåäñòâîì áûñòðîãî

ïîëóñèãíîòîíà Σβ(t) ñî ñêîðîñòüþ a è êîîðäèíàòîé ôðîíòà x = at .

Ñðåäà çà ïîëóñèãíîòîíîì îêàçûâàåòñÿ ñæàòîé. Ðåøåíèå çàäà÷è

ïðè 06t6H

a
ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å ñ æåñòêî çàêðåïëåííîé ãðà-

íèöåé äî ìîìåíòà ñòîëêíîâåíèÿ ñ íåé è èìååò âèä (3.20) (ðèñ. 34).

x
0

u(x,t)

a

H

xu/∂∂
I 0

(a)

x
0

u(x,t)

a

H

xu/∂∂
I 0

(b)

Ðèñ. 34. Ðåøåíèå çàäà÷è äî ìîìåíòà âðåìåíè t = t1 =
H

a
: (a) � ïðè âîãíóòîé

ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè φ(t) ( φ′′(t) > 0 ), (b) � ïðè âûïóêëîé ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè φ(t) ( φ′′(t) < 0 )
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Â ìîìåíò âðåìåíè t = t1 =
H

a
ïîëóñèãíîòîí Σβ(t) äîñòèãàåò

ñâîáîäíîé ãðàíèöû ñëîÿ x = H . Äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ ââåäåì

íîâûå ïåðåìåííûå y = H−x , θ = t−t1 . Â ïåðåìåííûõ y , θ óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ (1.10) òàê æå ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ (1.31). Ñäåëàâ ïåðåõîä ê

íîâûì ïåðåìåííûì, çàïèøåì ïåðåìåùåíèÿ â îáëàñòè I (ðèñ. 35, a):

u(y, θ)=φ
(
θ +

y

a

)
. (3.33)

II

I

y

x=0, y=H

y=c
c

x=H, y=0

(a)

II

I

y

x=0, y=H

y=c1

x=H, y=0

(b)

c1

c2

III
y=c2

Ðèñ. 35. Âîëíîâàÿ êàðòèíà ïðè t > t1 =
H

a
: (a) � ïðè âîãíóòîé ôóíêöèè φ(t) ; (b)

� ïðè âûïóêëîé ôóíêöèè φ(t)

Â îáëàñòè I (ðèñ. 35, a)
∂u

∂y
> 0 . Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ââåäåííîé

êëàññèôèêàöèè ðàçðûâîâ, îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû ñëîÿ ìîæåò îòðàçèòü-

ñÿ ëèáî îäíà âîëíà � ñèãíîòîí Σγ(t) ñî ñêîðîñòüþ a (ðèñ. 36, a), ëèáî

äâà ïîëóñèãíîòîíà � áûñòðûé Σβ1
(t) è ìåäëåííûé Σβ2

(t) . Âûáîð ïåð-

âîãî èëè âòîðîãî âàðèàíòà, êàê îêàçàëîñü, îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì âòîðîé

ïðîèçâîäíîé çàäàííîé ôóíêöèè φ(t) .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû îòðàæàåòñÿ áûñò-

ðûé ñèãíîòîí Σγ(t) , çà êîòîðûì ïðîäîëæàåòñÿ äàëüíåéøåå ñæàòèå ñðå-

äû. Â îáëàñòè II ïðè aθ 6 y 6 0 âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

(1.31), â êîòîðîì ôàçîâàÿ ñêîðîñòü c = a . Åãî ðåøåíèå ïðåäñòàâèì â

ôîðìå ä'Àëàìáåðà â íîâûõ ïåðåìåííûõ y , θ :

uII = f2

(
θ − y

a

)
+ g2

(
θ +

y

a

)
. (3.34)
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Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â ðåøåíèè ä'Àëàìáåðà (3.34) îïðåäåëèì èç

êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è:

�íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè Σ(t) (ðèñ. 35, a)

[u]
∣∣∣
y=aθ

= 0, (3.35)

�óñëîâèÿ (3.31) îòñóòñòâèÿ âíåøíåé íàãðóçêè íà ïëîñêîñòè y = 0

∂u

∂y

∣∣∣∣∣
y=0

= 0. (3.36)

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
φ(2θ)− f2(0)− g2(2θ) = 0,

f ′
2(θ) = g′2(θ),

(3.37)

ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä: f2(θ) = g2(θ) = φ(θ) . Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó-

÷åííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèé f2 è g2 â ñîîòíîøåíèå (3.34), ìîæåì

çàïèñàòü ðåøåíèå çàäà÷è ïðè t >
H

a
â ïåðåìåííûõ y , θ :

u(x, t)=


φ
(
θ − y

a

)
+ φ

(
θ +

y

a

)
ïðè 0 6 y 6 aθ,

φ
(
θ +

y

a

)
ïðè aθ 6 y 6 H.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì x è t , îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì

u(x, t)=


φ
(
t− x

a

)
+ φ

(
t− 2

H

a
+
x

a

)
ïðè 2H − at 6 x 6 H,

φ
(
t− x

a

)
ïðè 0 6 x 6 2H − at.

(3.38)

Ïðè ïðîâåðêå ðåøåíèÿ (3.38) íà âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
∂u

∂x
< 0

â îáëàñòè II áûëî ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî φ′
(
t− 2t1 +

x

a

)
< φ′

(
t− x

a

)
,

âûïîëíåíèå êîòîðîãî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå âîãíóòîé ôóíêöèè φ(t)

( φ′′(t) > 0 ) (ðèñ. 33, a).
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x
0

u(x,t)

H

a
xu/∂∂

I II

(a)

xu/∂∂

x
0

u(x,t)

H

a b

I II III

(b)

Ðèñ. 36. Îòðàæåíèå âîëíû ñæàòèÿ îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû ñëîÿ: (a) � ðåøåíèå çàäà÷è

ïðè âîãíóòîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè φ(t) ( φ′′(t) > 0 ), (b) � ðåøåíèå çàäà÷è ïðè

âûïóêëîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè φ(t) ( φ′′(t) < 0 )

Ðàññìîòðèì âòîðîé âîçìîæíûé ñëó÷àé, êîãäà â ðåçóëüòàòå ñòîëê-

íîâåíèÿ âîëíû ñæàòèÿ ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé îáðàòíî â ñëîé îòðàæàþò-

ñÿ äâà ïîëóñèãíîòîíà: áûñòðûé Σβ1
(t) ñî ñêîðîñòüþ a è êîîðäèíàòîé

ôðîíòà y = aθ âîçâðàùàåò ðàíåå äåôîðìèðîâàííûé ñëîé â ñâîáîäíîå

ñîñòîÿíèå, à ìåäëåííûé Σβ2
(t) ñî ñêîðîñòüþ b è êîîðäèíàòîé ôðîíòà

y = bθ ÿâëÿåòñÿ âîëíîé ðàçðåæåíèÿ.

Â îáëàñòè I (ðèñ. 35, b)
∂u

∂y
> 0 , à â îáëàñòè III �

∂u

∂y
< 0 . Ïî-

ñêîëüêó â îáëàñòè II
∂u

∂y
= 0 è îäíîçíà÷íî ñêàçàòü, êàêîâà ñêîðîñòü

ðàñïðîñòðàíåíèÿ òî÷åê ñðåäû â íåé, òî â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

(1.31) â ôîðìå ä'Àëàìáåðà (1.33) îñòàâèì ñêîðîñòü c ïîêà íåèçâåñò-

íîé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîé âîëíîâîé êàðòèíå ñèñòåìà ôóíêöèîíàëü-

íûõ óðàâíåíèé, ñîñòàâëåííàÿ èç óñëîâèé (1.82), (3.36) ñ ó÷åòîì (3.33),
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(3.34), áóäåò èìåòü âèä

f2

(
θ
(
1− a

c

))
+ g2

(
θ
(
1 +

a

c

))
= φ(θ),

f2

(
θ

(
1− b

c

))
+ g2

(
θ

(
1 +

b

c

))
= f3(θ),

f ′
3(θ) = g′3(θ),

(c2 − a2)
(
f ′
2

(
θ
(
1− a

c

))
− g′2

(
θ
(
1 +

a

c

)))
= 0,

(c2 − b2)

(
f ′
2

(
θ

(
1− b

c

))
− g′2

(
θ

(
1 +

b

c

)))
= 0.

(3.39)

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.39) ïîëó÷èì, ÷òî uII=g2(2θ)=φ(2θ) ,

à f2(ξ) = 0 è f3(ξ) = g3(ξ) = φ(ξ) äëÿ ëþáîãî àðãóìåíòà ξ . Òîãäà

ðåøåíèå çàäà÷è ïðè t >
H

a
â ïåðåìåííûõ y è θ âûðàæàåòñÿ ñîîòíî-

øåíèÿìè

u(y, θ)=


φ
(
θ − y

b

)
+ φ

(
θ +

y

b

)
ïðè 0 6 y 6 bθ,

φ (2θ) ïðè bθ6y6aθ,

φ
(
θ +

y

a

)
ïðè aθ 6 y 6 H.

Òàêèì îáðàçîì, óïðóãèé ñëîé îêàçûâàåòñÿ ïîäåëåííûì äâóìÿ îò-

ðàæåííûìè âîëíîâûìè ôðîíòàìè íà òðè îáëàñòè (ðèñ. 36, b). Â çîíå

aθ 6 y 6 H ïðîäîëæàåòñÿ ñæàòèå ñðåäû ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé

íà ãðàíèöó y = H íàãðóçêè. Îáëàñòü 0 6 y 6 bθ ïîäâåðãàåòñÿ ðàñòÿ-

æåíèþ, â íåé
∂u

∂y
< 0 è ôàçîâàÿ ñêîðîñòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.31)

ðàâíà b . Çîíà bθ 6 y 6 aθ ìåæäó ôðîíòàìè Σβ1
(t) è Σβ2

(t) îêàçû-

âàåòñÿ îáëàñòüþ ïîñòîÿííûõ ïåðåìåùåíèé, â êîòîðîé ñðåäà íåäåôîðìè-

ðîâàíà è äâèæåòñÿ êàê æåñòêîå öåëîå, òàê êàê ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèé

òî÷åê ñðåäû â ýòîé çîíå, ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ, íå çàâèñèò îò

ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû y .
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Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì x è t , ðåøåíèå çàäà÷è ïðèìåò âèä:

u(x, t)=



φ

(
t− H

a
+

H

b
− x

b

)
+ φ

(
t− H

a
− H

b
+

x

b

)
ïðè

(
1 +

b

a

)
H − bt 6 x 6 H,

φ

(
2

(
t− H

a

))
ïðè 2H − at6x6

(
1 +

b

a

)
H − bt,

φ
(
t− x

a

)
ïðè 0 6 x 6 2H − at.

(3.40)

Âûïîëíÿÿ ïðîâåðêó ðåøåíèÿ (3.40) íà âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
∂u

∂x
> 0 â îáëàñòè III è óñëîâèÿ

∂u

∂x
= 0 â îáëàñòè II, îêàçàëîñü,÷òî

òàêàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà (ðèñ. 35, b) âîçìîæíà òîëüêî â ñëó÷àå âûïóêëîé

ôóíêöèè φ(t) ( φ′′(t) < 0 ) (ðèñ. 33, b).

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü õàðàêòåð îòðàæåííîé âîëíîâîé

êàðòèíû â ñëîå ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, à èìåííî, ñêîëüêî âîëíîâûõ

ôðîíòîâ îòðàæàåòñÿ è êàêèå îíè, îêàçàëîñü íåîáõîäèìûì ó÷èòûâàòü

çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé φ′′(t) çàäàííîé íà ãðàíèöå x = 0 ôóíêöèè

ïåðåìåùåíèé.

3.5 Îòðàæåíèå ïëîñêîé îäíîìåðíîé âîëíû ðàçðåæåíèÿ

îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ñëîÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 íà

îäíó èç ãðàíèö ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ñëîÿ òîëùèíû H äåéñòâóåò

îäíîîñíàÿ ðàñòÿãèâàþùàÿ íàãðóçêà, à âòîðàÿ ãðàíèöà îñòàåòñÿ ñâîáîä-

íîé. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïðè t > 0 èìååò ìåñòî, åñëè ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê

ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè x = 0 çàäàíû îòðèöàòåëüíîé ìîíîòîííî óáû-

âàþùåé âûïóêëîé èëè âîãíóòîé ôóíêöèåé u(0, t) = φ(t) : φ(0) = 0 ,

φ′(t) < 0 (ðèñ. 37).

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ íàãðóçêè íà ãðàíèöå x = H çàäàíî ñîîòíî-
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t

0

(t)

(a)

t
0

(t)

(b)

Ðèñ. 37. Ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå ñëîÿ x = 0 : (a) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

φ(t) ( φ′′(t) < 0 ), (b) � âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ φ(t) ( φ′′(t) > 0 )

x
0

H

u(x,t)

b

xu/∂∂

0I

(a)

H

x
0

u(x,t)

b

xu/∂∂
0I

(b)

Ðèñ. 38. Ðåøåíèå çàäà÷è: (a) � ïðè âûïóêëîé ôóíêöèè φ(t) ( φ′′(t) < 0 ), (b) � ïðè

âîãíóòîé ôóíêöèè φ(t) ( φ′′(t) > 0 )

øåíèåì (3.31).

Òîãäà c ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 äåôîðìàöèè â ñëîé ðàñïðîñòðà-

íÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ìåäëåííîãî ïîëóñèãíîòîíà Σβ(t) � âîëíû ðàçðå-

æåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ b (ðèñ. 38). Â îáëàñòè 0 6 x 6 bt ïðîèçâîäíàÿ
∂u

∂x
< 0 , è ñðåäà çà ôðîíòîì Σβ(t) ïîäâåðãàåòñÿ ðàçðåæåíèþ. Ðåøåíèå

çàäà÷è ïðè 0 6 t 6 bt îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.31) (ðèñ. 38).

Ðåøåíèå ïðè t >
H

b
, òàêæå êàê è â çàäà÷å î äåéñòâèè ñæèìàþùåé

íàãðóçêè íà ãðàíèöó ñëîÿ, çàâèñèò îò çíàêà âòîðîé ïðîèçâîäíîé φ′′(t)
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H

x
0

u(x,t)

bxu/∂∂
I II

(a)

H

x
0

u(x,t)

G (t)
xu/∂∂

I II

(b)

Ðèñ. 39. Ðåøåíèå çàäà÷è t >
H

b
: (a) � ïðè âûïóêëîé ôóíêöèè φ(t) ( φ′′(t) < 0 ),

(b) � ïðè âîãíóòîé ôóíêöèè φ(t) ( φ′′(t) > 0 )

çàäàííîé íà ãðàíèöå x = 0 ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé. Ñîãëàñíî êëàññè-

ôèêàöèè ðàçðûâîâ èç � 1.5 îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû âîçìîæíî îòðàæåíèå

ëèáî ñèãíîòîíà, ëèáî óäàðíîé âîëíû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû ðàçíîìîäóëüíîãî

ñëîÿ îòðàæàåòñÿ ìåäëåííûé ñèãíîòîí Σγ(t) ñî ñêîðîñòüþ b (ðèñ. 39, a),

çà êîòîðûì ñðåäà ïîäâåðãàåòñÿ äàëüíåéøåìó ðàçðåæåíèþ. Äëÿ äàëüíåé-

øåãî ðåøåíèÿ ïåðåéäåì ê òåì æå ïåðåìåííûì y , θ , òîëüêî t1 =
H

b
.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ

ôóíêöèé â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.31) â ôîðìå ä'Àëàìáåðà

(1.33) ñîñòîèò èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ñèãíîòîíå è

óñëîâèÿ (3.36). Ó÷èòûâàÿ (3.6), ïîëó÷èì ñèñòåìó (3.37), ðåøåíèå êîòî-

ðîé ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäû ïðè t >
H

b
:

u(x, t)=


φ
(
t− x

b

)
+ φ

(
t− 2

H

b
+

x

b

)
ïðè 2H−bt6x6H,

φ
(
t− x

b

)
ïðè 06x62H−bt.

(3.41)

Ïðîâåðêà ðåøåíèÿ (3.41) íà âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
∂u

∂x
> 0 â îá-
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ëàñòè II, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å î äåéñòâèè ñæèìàþùåé íàãðóçêè íà

ãðàíèöó ñëîÿ, ïîêàçàëà, ÷òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà âîçìîæíî òîëüêî

â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé âûïóêëîé ôóíêöèè φ(t) ( φ′′(t)<0 ) (ðèñ. 37, a).

Åñëè æå çàäàííàÿ íà ãðàíèöå x = 0 ôóíêöèÿ φ(t) � îòðèöà-

òåëüíàÿ âîãíóòàÿ (ðèñ. 37, b), ( φ′′(t) > 0 ), òî ïðè òàêîì âîçäåéñòâèè

íà ðàçíîìîäóëüíûé óïðóãèé ñëîé ïîëó÷åííîå ðàíåå ïîëå ïåðåìåùåíèé

(3.41) íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, ò.ê. íå âûïîëíÿåòñÿ â îáëàñòè II óñëîâèå
∂u

∂x
< 0 . Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè II ôàçîâàÿ ñêîðîñòü óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ a . Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ââåäåííîé êëàññèôèêàöèè ðàçðûâîâ

â � 1.5 îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû x = H îòðàæàåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà Σα(t)

(ðèñ. 39, b). Î÷åâèäíî, ÷òî â ìîìåíò îòðàæåíèÿ t =
H

b
ñêîðîñòü óäàð-

íîé âîëíû Gα(t) ðàâíà b , à â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè íà÷èíàåò

óâåëè÷èâàòüñÿ, ñòðåìÿñü äîñòèãíóòü çíà÷åíèÿ a . Ïîÿâëåíèå òàêîãî ýô-

ôåêòà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî óäàðíàÿ âîëíà äâèæåòñÿ èç ñæàòîé îáëàñòè

ñëîÿ â ðàñòÿíóòóþ, è ïåðåä ôðîíòîì Σα(t) ôàçîâàÿ ñêîðîñòü óðàâíå-

íèÿ äâèæåíèÿ ìåíüøå, ÷åì çà íèì ( b < a ). Ôðîíò óäàðíîé âîëíû Σα(t)

áóäåò èìåòü êîîðäèíàòó x = H−
t∫

H/b

G(ξ)dξ . Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäî-

âàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíîé âîëíû â ðàçíîìîäóëüíîì óïðóãîì ñëîå

ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì y è θ . Ôðîíò óäàðíîé âîëíû â íîâûõ ïåðå-

ìåííûõ ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòå y =
θ∫
0

G(ξ)dξ . Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ (1.31) â äàííîé çàäà÷å ïðåäñòàâèì â ôîðìå ä'Àëàìáåðà

uII = f2

(
θ − y

b

)
+ g2

(
θ +

y

b

)
. (3.42)

Ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.35) íåïðå-

ðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà è óñëîâèå îòñóòñòâèÿ

âíåøíåé íàãðóçêè íà ïëîñêîñòè y = 0 (3.36). Ïîäñòàâëÿÿ â íèõ ðåøå-
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íèå ä'Àëàìáåðà (3.42), èìååì

f ′
2(θ)− g′2(θ) = 0,

f
(
θ − y

a

) ∣∣∣
y=y1

+ g
(
θ +

y

a

) ∣∣∣
y=y1

= φ
(
θ +

y

b

) ∣∣∣
y=y1

,

y1 =
θ∫
0

G(ξ)dξ.

(3.43)

Ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè (3.43) íå ïîçâîëÿþò íàéòè âñå íåèç-

âåñòíûå ôóíêöèè. Äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ f , g è

G ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ (1.77) íà Σ

ñ êîîðäèíàòîé ôðîíòà y =
θ∫
0

G(ξ)dξ , èç êîòîðîãî ñëåäóåò:

(a2 + b2 − 2G2)

(
∂uI

∂y
+

∂uII

∂y

)
− (a2 − b2)

(
∂uI

∂y
+

∂uII

∂y

)
= 0.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî uI èç (3.31) è uII èç (3.42),

ïîëó÷àåì íåäîñòàþùåå óðàâíåíèå

a
(
G2 − b2

)
φ′
(
θ +

y

b

) ∣∣∣
y=y1

=

= b
(
G2 − a2

) (
f ′
(
θ − y

a

)
+ f ′

(
θ +

y

a

)) ∣∣∣
y=y1

. (3.44)

Ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè (3.43) è (3.44) ðåøàþò çàäà÷ó. Îäèí

èç ñïîñîáîâ îïðåäåëèòü âèä ôóíêöèé G è f � ðàçëîæèòü èõ â ðÿ-

äû Òåéëîðà ïðè t0 = 0 . Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû â ðÿäàõ ïðè t

â ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (3.43) è (3.44), åñëè

âçÿòü ïåðâóþ, âòîðóþ è äàëåå ïðîèçâîäíûå îò âõîäÿùèõ â ýòè óðàâíå-

íèÿ ôóíêöèé ïðè t0 = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ óäàðíîé âîëíû îêàçûâàåòñÿ

çàâèñèìîé îò âðåìåíè:

Gα(t) = b+ F (a, b, φ(t), φ′(t))
∣∣
t=H/b

· t+ ..., (3.45)
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ãäå F (a, b, φ(t), φ′(t)) > 0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ïåðåìåùåíèé ïðè t >
H

b
(ðèñ.

39, ñ) â ñëó÷àå âîãíóòîé îòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè φ(t) ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

u(x, t)=


Φ(x, t, Gα(t)) ïðè H −

∫ t

H/bG(ξ)dξ 6 x 6 H,

φ
(
t− x

b

)
ïðè 0 6 x 6 H −

t∫
H/b

G(ξ)dξ,

ãäå ôóíêöèÿ Φ(x, t, Gα(t)) òàêîâà, ÷òî ïðè H −
t∫

H/b

G(ξ)dξ 6 x 6 H

∂u
∂x < 0 .

Îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò âîçìîæíîñòü âîç-

íèêíîâåíèÿ íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ (óäàðíûõ âîëí, îáëàñòåé ïîñòîÿí-

íûõ ïåðåìåùåíèé) ïðè îïèñàíèè äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû

â ðàìêàõ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìîäåëè

ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäû.

3.6 Îäíîìåðíûå çàäà÷è îá óäàðíîì ñäâèãå íà ãðàíèöå

ïîëóïðîñòðàíñòâà â íåñæèìàåìîé ðàçíîìîäóëüíîé

ñðåäå

Áûëî ïðîâåäåíî ðåøåíèå àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ â íåñæèìàåìîé ðàç-

íîìîäóëüíîé ñðåäå, êîãäà íà ãðàíèöó ïîëóïðîñòðàíñòâà äåéñòâóåò ñäâè-

ãîâàÿ íàãðóçêà, ïðèëîæåííàÿ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ [40]. Â ñâÿ-

çè ñ òåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â

íåñæèìàåìîé ðàçíîìîäóëüíîé íà ñäâèã ñðåäå è â ñðåäå, ïî-ðàçíîìó ñî-

ïðîòèâëÿþùåéñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ, à òàêæå êëàññèôèêàöèÿ ðàç-

ðûâîâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ïðèâåäåì òîëüêî ïî-

ñòàíîâêó è îêîí÷àòåëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ îá óäàðíîì ñäâèãå íà ãðàíèöå
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ïîëóïðîñòðàíñòâà â íåñæèìàåìîé ðàçíîìîäóëüíîé ñðåäå.

3.6.1 Îäíîìåðíîå ñäâèãîâîå óäàðíîå äåôîðìèðîâàíèå

ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Âîç-

íèêíîâåíèå íåäåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè

Â ðàìêàõ ìîäåëè (1.40) ðàññìîòðèì ðàçíîìîäóëüíîå íåäåôîðìè-

ðîâàííîå óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, íà ãðàíèöó êîòîðîãî íà÷èíàåò äåé-

ñòâîâàòü ðàâíîìåðíàÿ ñäâèãîâàÿ íàãðóçêà. Ðåøåíèå ïðîâåäåì â ïðÿìî-

óãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 , â êîòîðîé ïëîñêîñòü

Ox2x3 ( x1 = 0 ) ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé ïîëóïðîñòðàíñòâà. Äåéñòâóþ-

ùàÿ íà ãðàíèöó x1 = 0 óïðóãîãî ðàçíîìîäóëüíîãî íåäåôîðìèðîâàííî-

ãî ïîëóïðîñòðàíñòâà x > 0 ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 âäîëü îñè x2

ðàâíîìåðíàÿ ñäâèãîâàÿ íàãðóçêà ïðèâîäèò òî÷êè ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè

ê äâèæåíèþ ïî çàêîíó u2(0, t) = u(0, t) = φ(t) . Ôóíêöèþ φ(t) çàäà-

äèì ãëàäêîé, äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé; φ(t) > 0 ïðè

0 6 t 6 t2 ; φ(0) = 0 , φ′(t) > 0 ïðè 0 6 t < t1 ; φ′(t1) = 0 ; φ′(t) < 0

ïðè t1 < t 6 t2 (ðèñ. 40, a). Òàêèì îáðàçîì, íà ïîëóïðîñòðàíñòâî ñíà-

÷àëà äåéñòâóåò ðàâíîìåðíàÿ íàãðóçêà, ñäâèãàþùàÿ òî÷êè ãðàíèöû â

ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Ox2 , à çàòåì ñ ìîìåíòà âðåìåíè t1

ïðèêëàäûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå ïî çíàêó íàãðóæåíèå.

Â ðåçóëüòàòå çàäàííîãî âîçäåéñòâèÿ íà ãðàíèöó ïîëóïðîñòðàíñòâà

x = 0 , â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îò íåå îòäåëÿåòñÿ áûñòðûé ïîëóñèãíî-

òîí Σβ(t) ñî ñêîðîñòüþ A . Ïåðåä åãî ôðîíòîì x1 = At ñðåäà íåäåôîð-

ìèðîâàíà. Â îáëàñòè 0 6 x1 < At ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñäâèãîâûõ

âîçìóùåíèé âî âòîðîì óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (1.43) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

c2 = A .
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t1 t2 t0

(t),

(a)

'(t)

(b)

t1
t0

x1

21
= 
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ns
t

0

21(x1,t)

x1

A

(d)

B A

2 1

0

u(x1,t),

x1

2 1

(c)

B A A

xu/ ∂∂

Ðèñ. 40. Âîçíèêíîâåíèå íåäåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè: (a) � ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé

íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà; (b) � õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ; (c), (d) �

ðåøåíèå çàäà÷è ïðè t > t1

Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîëóñèãíîòîíå

è çàäàííîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé φ(t) , ðåøåíèå (1.33) â

äèàïàçîíå âðåìåíè 0 6 t < t1 â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

u(x1, t) =


φ
(
t− x1

A

)
ïðè 0 6 x1 6 At,

0 ïðè x1 > At.
(3.46)

Â ìîìåíò âðåìåíè t = t1 íà ãðàíèöå x1 = 0 âîçíèêàþò äâà

ïðîñòûõ ðàçðûâà (ðèñ. 40, b, c): áûñòðûé Σδ1(t) ñî ñêîðîñòüþ A è êî-

îðäèíàòîé ôðîíòà x1 = A(t− t1) è ìåäëåííûé Σδ2(t) ñî ñêîðîñòüþ B

è êîîðäèíàòîé ôðîíòà x1 = B(t − t1) . Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü áûñòðîãî

ñèãíîòîíà áîëüøå ñêîðîñòè ìåäëåííîãî (â ðàáîòå ïðèíÿòî A > B ), òî

ìåæäó íèìè îáðàçóåòñÿ ñëîé, øèðèíà êîòîðîãî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ òå÷å-
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íèåì âðåìåíè ïðè t > t1 . Ðåøåíèå çàäà÷è (ðèñ. 40, c, d) â ïîëó÷åííûõ

îáëàñòÿõ ìåæäó âîëíîâûìè ôðîíòàìè è ãðàíèöåé ïîëóïðîñòðàíñòâà,

ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íà ïðîñòûõ ðàçðûâàõ (1.83) è çàäàííóþ ãðàíè÷íóþ

ôóíêöèè φ(t) , ïðè t > t1 áóäåò èìåòü âèä

u(x1, t)=



φ
(
t− x1

B

)
ïðè 0 6 x1 6 B(t− t1),

φ(t1) = const ïðè B(t− t1) 6 x1 6 A(t− t1),

φ
(
t− x1

A

)
ïðè A(t− t1) 6 x1 6 At,

0 ïðè x1 > At.

(3.47)

Ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ, âñå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïåðå-

ìåùåíèé òî÷åê ñðåäû â ñëîå B(t − t1) 6 x1 6 A(t − t1) ðàâíû íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìåæäó ïðîñòûìè ðàçðûâàìè Σδ1(t) è Σδ2(t) âîçíèêà-

åò íåäåôîðìèðîâàííàÿ îáëàñòü ñðåäû, äâèæóùàÿñÿ êàê æåñòêîå öåëîå.

Ñëîé ïîñòîÿííûõ ïåðåìåùåíèé (
∂u

∂x1
= 0 ïðè B(t−t1) 6 x1 6 A(t−t1) )

ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíûì ìåæäó îáëàñòüþ A(t − t1) 6 x1 6 At ñ îòðèöà-

òåëüíûì çíà÷åíèåì
∂u

∂x1
è îáëàñòüþ 0 6 x1 6 B(t − t1) , ãäå

∂u

∂x1
ïîëîæèòåëüíîå.

3.6.2 Âîçíèêíîâåíèå óäàðíîé âîëíû ïðè îäíîìåðíîì

ñäâèãîâîì óäàðíîì äåôîðìèðîâàíèè ðàçíîìîäóëü-

íîãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü òåïåðü çàêîí äâèæåíèÿ òî÷åê ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà

çàäàí ãëàäêîé, äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé

u2(0, t) = u(0, t) = φ(t) òàêîé, ÷òî φ(t) 6 0 ïðè 0 6 t 6 t2 , φ(0) = 0 ,

φ′(t) < 0 ïðè 0 6 t < t1 , φ′(t1) = 0 , φ′(t) > 0 ïðè t > t1 (ðèñ.

41, a). Òàêèì îáðàçîì, íà ãðàíèöó ïîëóïðîñòðàíñòâà ñíà÷àëà äåéñòâóåò

ðàâíîìåðíàÿ ñäâèãàþùàÿ íàãðóçêà â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè
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Ox2 , à çàòåì ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = t1 � ñäâèã â ïðîòèâîïîëîæíîì

íàïðàâëåíèè.

t1 t2

t0

(t),

(a)

'(t)

(b)

t1 t0

x1
L

(d)

BG

x1

21(x1,t)

0

(c)

BG

x1

u(x1,t),

0

xu/∂∂

Ðèñ. 41. Âîçíèêíîâåíèå óäàðíîé âîëíû: (a) � ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå

ïîëóïðîñòðàíñòâà; (b) � õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ; (c), (d) � ðåøåíèå

çàäà÷è ïðè t > t1

Â ýòîì ñëó÷àå â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îò ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàí-

ñòâà îòäåëÿåòñÿ ìåäëåííûé ïîëóñèãíîòîí Σβ(t) ñî ñêîðîñòüþ B . Ïå-

ðåä ôðîíòîì ïîëóñèãíîòîíà x1 = Bt ñðåäà íåäåôîðìèðîâàíà. Ðåøåíèå

çàäà÷è äî ìîìåíòà âðåìåíè 0 6 t < t1 áóäåì èñêàòü â âèäå (1.33), â êà-

÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé èñïîëüçóÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé

íà ôðîíòå x1 = Bt è çàäàííóþ ôóíêöèþ φ(t) íà ãðàíèöå x1 = 0 :

u(x1, t) =


φ
(
t− x1

B

)
ïðè 0 6 x1 6 Bt,

0 ïðè x1 > Bt.
(3.48)

Ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = t1 íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà ñäâèãîâîå

âîçäåéñòâèå ìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå ( φ′(t) > 0
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ïðè t > t1 ), âñëåäñòâèå ÷åãî âîçíèêàåò óäàðíàÿ âîëíà Σα(t) ñ ôðîíòîì

x1 =
t∫

t1

Gα(ξ)dξ ïðè t > t1 (ëèíèÿ L â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïëîñêîñòè

Ox1t , ðèñ. 41, b), êîòîðàÿ äâèæåòñÿ âñëåä çà ïîëóñèãíîòîíîì Σβ(t) .

Íà óäàðíîé âîëíå Σα(t) ïðîèçâîäíàÿ
∂u

∂x1
ñêà÷êîì ìåíÿåò çíà÷åíèå ñ

ïîëîæèòåëüíîãî íà îòðèöàòåëüíîå (ðèñ. 41, c, d). Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè

t > t1 èìååò âèä

u(x1, t)=



φ(t1)+φ′′(t1)
{
M1(Gα)(t−t1 −

x1
A
)2−M2(Gα)(t−t1 +

x1
A
)2
}

ïðè 0 6 x1 6 Gα(t− t1),

φ
(
t− x1

B

)
ïðè Gα(t− t1) 6 x1 6 At.

0 ïðè x1 > Bt,

(3.49)

ãäå

M1(Gα) =
(A+B)(2AB − (A−B)Gα)

8AB2
,

M2(Gα) =
(A−B)(2AB − (A+B)Gα)

4AB2
.

Â îáùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû Gα(t) çàâèñèò îò âðåìå-

íè, ò.å. ëèíèÿ L (ðèñ. 41, b) íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé. Îäíàêî, åñëè çàêîí

äâèæåíèÿ òî÷åê ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà φ(t) çàäàí â âèäå êâàä-

ðàòè÷íîé ôóíêöèè, òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ óäàðíîé âîëíû îêàçûâàåòñÿ

ïîñòîÿííîé è çàâèñèò òîëüêî îò A è B :

Gα =
3

√
A2

9

3

√(
9B +

√
3
√
27B2 + A2

)2 − 3
√
3A2

3
√
9B +

√
3
√
27B2 + A2

, B < Gα < A.

Â ýòîì ñëó÷àå ôðîíò óäàðíîé âîëíû L (ðèñ. 41, b) � ïðÿìàÿ ëèíèÿ.

Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå ðàçíîìî-

äóëüíûõ ñäâèãîâûõ ñâîéñòâ íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû êóñî÷íî-ëèíåé-

íîé çàâèñèìîñòüþ ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè ïðèâîäèò ê

ðåçóëüòàòàì, ñóùåñòâåííî îòëè÷íûì êàê îò ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ëèíåé-
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íîé òåîðèè, òàê è îò ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ ãëàäêèìè ôóíêöè-

ÿìè σ(e) . Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè äåôîðìèðîâàíèè íåñæèìàåìîé óïðó-

ãîé ñðåäû, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ñäâèãîâîé ðàçíîìîäóëüíîñòè â ôîðìå

(1.40), âîçíèêàþò íåëèíåéíûå ýôôåêòû (óäàðíûå âîëíû, ïðîñòûå ðàç-

ðûâû, íåäåôîðìèðîâàííûå ñëîè), êîòîðûå íåâîçìîæíû â ðàìêàõ ëè-

íåéíîé òåîðèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîñòîÿííîé è íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, â òî

âðåìÿ êàê â íåëèíåéíûõ òåîðèÿõ ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòåé ñèëüíûõ ðàçðû-

âîâ çàâèñÿò íå òîëüêî îò âðåìåíè, íî è îò äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

ïåðåä âîëíîé è èíòåíñèâíîñòè ðàçðûâà.
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4. Âîçíèêíîâåíèå ñôåðè÷åñêèõ âîëí â óïðóãîé

ñðåäå, ïî-ðàçíîìó ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ðàñòÿ-

æåíèþ è ñæàòèþ

Ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â ðàìêàõ ìîäåëè (1.35)

äëÿ ñëó÷àÿ îäíîìåðíûõ ñôåðè÷åñêèõ âîëí ( ur = u(r, t) , uφ = uθ = 0 )

ïîêàçûâàåò, ÷òî ó÷åò êðèâèçíû ôðîíòîâ âîçìóùåíèé âíîñèò äîïîëíè-

òåëüíûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè â õàðàêòåð âîçíèêàþùèõ âîëíîâûõ

êàðòèí. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ î

âîçíèêíîâåíèè îäíîìåðíûõ âîëí ïðè äåôîðìèðîâàíèè ðàçíîìîäóëüíîé

óïðóãîé ñôåðû [43].

4.1 Âîçíèêíîâåíèå ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ïîñòîÿííîé ïëîò-

íîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, êîãäà ãðàíèöåé L , íà êîòîðóþ äåéñòâóåò íà-

ãðóçêà, áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîâåðõíîñòü ñôåðû ðàäèóñà R . Ñ÷èòàåì ýòîò

ðàäèóñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû â ïðåäåëàõ âðåìåíè íàãðóæåíèÿ

íå ðàññìàòðèâàòü ýôôåêòû, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü ïðè äîñòèæå-

íèè ãðàíè÷íûìè âîçìóùåíèÿìè öåíòðà ñôåðû r = 0 . Äëÿ çàäàíèÿ

ãðàíè÷íîé íàãðóçêè ïî òèïó ¾ñæàòèå-ðàñòÿæåíèå¿ ôóíêöèþ ïåðåìåùå-

íèé ur(0, t) = φ(t) íà ãðàíèöå L íåîáõîäèìî ïîëîæèòü îòðèöàòåëüíîé:

φ(t) 6 0 ïðè 0 6 t 6 t2 , φ(0) = 0 , φ′(t) < 0 ïðè 0 6 t<t1 , φ′(t1) = 0 ,

φ′(t) > 0 ïðè t > t1 (ðèñ. 42). Ðàñïðîñòðàíåíèå ãðàíè÷íûõ âîçìóùåíèé

áóäåò ïðîèñõîäèòü â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèé ðàäèóñà r .
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t1

t2 t
0

(t),

'(t)

t*

Ðèñ. 42. Ôóíêöèè ïåðåìåùåíèÿ è ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ãðàíèöû ñôåðû â

ñëó÷àå îäíîìåðíûõ ñõîäÿùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

â äàííîé ïîñòàíîâêå, êîíêðåòèçèðóåì âèä ôóíêöèè φ(t) . Ïóñòü ôóíê-

öèÿ ïåðåìåùåíèé òî÷åê ñðåäû íà ãðàíèöå L èìååò âèä:

φ(t) = υ0t+
ω0t

2

2
, (4.1)

ãäå υ0 < 0 è ω0 > 0 . Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âîçäåéñòâèÿ â ìîìåíò âðåìåíè

t = 0 îò ãðàíèöû ñôåðû L îòäåëÿåòñÿ îäíîìåðíàÿ ñôåðè÷åñêàÿ ñõîäÿ-

ùàÿñÿ âîëíà Σ(t) ñî ñêîðîñòüþ c è êîîðäèíàòîé ôðîíòà rΣ = R− ct .

Ïåðåä Σ ñðåäà íåäåôîðìèðîâàíà, çà âîëíîé ïðîèñõîäèò ñæàòèå ñðåäû

(ðèñ. 43, a), ïîñêîëüêó
∂u

∂r
< 0 .

Ïîñêîëüêó âîëíà Σ(t) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, òî ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ äâèæåíèÿ (1.38) ïðè t > 0 áóäåì èñêàòü â âèäå

u(r, t) =

(
Φ(r −R + ct)

r

)
,r =

Φ′(r −R + ct)

r
− Φ(r −R + ct)

r2
. (4.2)

Íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ Φ(ξ(r, t)) îïðåäåëèì èç ãðàíè÷íîãî óñëî-

âèÿ u(R, t) = φ(t) , ñ ó÷åòîì êîòîðîãî äëÿ ôóíêöèè Φ(ξ(r, t)) èç (4.2)

ìîæíî çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

Φ′(ct)

R
− Φ(ct)

R2
= υ0t+

ω0t
2

2
. (4.3)
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(a) (b)

J1

r0

a a b

R

u(r,t)

J1

r0

a

R

u(r,t) 0 I 0 I II III

Ðèñ. 43. Âîçíèêíîâåíèå ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè â ñëó÷àå îäíî-

ìåðíûõ ñõîäÿùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí. Ðåøåíèå çàäà÷è: (à) � ïðè 0 6 t 6 t1 < t∗ ,

(b) � ðåøåíèå çàäà÷è ïðè t∗ < t < t2

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ x = ct , ñîîòíîøåíèå (4.3) çàïèøåì â

âèäå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Φ′(x) =
Φ(x)

R
+

υ0
c
x+

ω0

2a2
x2, (4.4)

ðåøåíèå êîòîðîãî ñîñòîèò èç ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Φ′(x) =
Φ(x)

R
, Φ(x) = Ke

x
R ,

ãäå K � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, è ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ, ïîëàãàÿ K = K(x) :

K ′(x)e
x
R = R

(
υ0
x

c
+

ω0

2

x2

c2

)
,

K(x) = −e
−x
R

(
υ0R

2

c
(x+R) +

ω0R
2

2c2
(x2 + 2Rx+ 2R2)

)
+K0.

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ðåøåíèå îäíîðîä-
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íîãî è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Φ(x) :

Φ(x) = −
(
V0(x+R) +

A0

2
(x2 + 2Rx+ 2R2)

)
+K0e

x/R,

V0 =
υ0R

2

c
, A0 =

ω0R
2

c2
.

(4.5)

Íåèçâåñòíóþ êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ âû÷èñëèì èç óñëîâèÿ

Φ(0) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, K0 = R(V0 + R2A0) , è ðåøåíèå äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.4) èìååò âèä:

Φ(η) = −
(
V0(η +R) +

A0

2
(η2 + 2Rx+ 2R2)

)
+R(V0 +RA0)e

η
R . (4.6)

Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü c óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.38) ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ a èëè b (1.32) â çàâèñèìîñòè îò çíàêà èíâàðèàíòà J1 : c = a

ïðè J1 < 0 èëè c = b ïðè J1 > 0 . Çíàê ïåðâîãî èíâàðèàíòà J1

ïðè t > 0 îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ Sign(J1) = Sign(Φ′′(0)) . Ïîñêîëüêó

Φ′′(0) =
V0

R
è ïî óñëîâèþ çàäà÷è V0 < 0 , òî ïðè 0 6 t 6 t1 èíâàðèàíò

J1 < 0 è Sign(J1) = −1 , à ôàçîâàÿ ñêîðîñòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.38)

c = a .

Âîçâðàùàÿñü ê îáîçíà÷åíèÿì x = r−R+at , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

ðåøåíèå çàäà÷è ïðè 0 6 t 6 t1 :

uI(r, t)=


2V0at+A0(R

2+a2t2−r2)+2(r−R)(V0+A0R)e
r−R+at

2

2r2

ïðè R−at6r6R,

0 ïðè 0<r6R−at.

(4.7)

Òàêèì îáðàçîì, â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îò ãðàíèöû ñôåðû îò-

äåëÿåòñÿ áûñòðûé ïîëóñèãíîòîí Σβ(t) (ñîãëàñíî ââåäåííîé â ãëàâå 1

êëàññèôèêàöèè ðàçðûâîâ), ÿâëÿþùèéñÿ âîëíîé ñæàòèÿ, ñî ñêîðîñòüþ

a è êîîðäèíàòîé ôðîíòà rΣβ
= R− at (ðèñ. 43, a).

Â ìîìåíò âðåìåíè t = t1 = −υ0
ω0

íà ñôåðè÷åñêîé ãðàíèöå L ïðî-

èñõîäèò ñìåíà õàðàêòåðà âîçäåéñòâèÿ ñî ñæèìàþùåãî íà ðàñòÿãèâàþùåå
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(âðåìåíè t1 ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóì ôóíêöèè u(r, t) íà ðèñ. 43, a). Ïðè

ýòîì çíàê ïåðâîãî èíâàðèàíòà òåíçîðà äåôîðìàöèé J1 âñå åùå îñòàåòñÿ

îòðèöàòåëüíûì, ò.å. ïðîäîëæàåòñÿ äàëüíåéøåå ñæàòèå ñðåäû è ïåðåìå-

ùåíèÿ çà ôðîíòîì âîëíû ñæàòèÿ Σβ(t) ïî ïðåæíåìó âû÷èñëÿþòñÿ ñî-

ãëàñíî ðåøåíèþ (4.7). Îïðåäåëèì ìîìåíò ñìåíû çíàêà èíâàðèàíòà J1 .

Ñ ýòîé öåëüþ ðåøèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

J1 = Φ′′(x) = 0,

èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,

−A0 +

(
V0

R + A0

)
ex/R = 0. (4.8)

Íà ãðàíèöå ñôåðû x = R , à ôàçîâàÿ ñêîðîñòü â äàííîì ñëó÷àå ïðèíè-

ìàåò çíà÷åíèå c = a , ïîýòîìó ñîãëàñíî (4.8) âûõîä ïåðâîãî èíâàðèàíòà

äåôîðìàöèé J1 íà íóëåâîå çíà÷åíèå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè

t∗ =
R

a
ln

A0R

A0R + V0
> t1. (4.9)

Òàêóþ ðåàêöèþ ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäû â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêèõ

âîëí íàçîâåì ýôôåêòîì çàïàçäûâàíèÿ. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò åñòåñòâåí-

íîå îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè â çàäà÷å t∗ <
R

a
= tïðåä , òî çàïèøåì

ëîãàðèôìè÷åñêîå íåðàâåíñòâî ln A0R
A0R+V0

< 1 , ðåøàÿ êîòîðîå ïîëó÷èì

óñëîâèå íà âçàèìíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíñòàíòàìè υ0 è ω0 :

−υ0
ω0

<
R

a
.

Òàêèì îáðàçîì, â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ îò âíåøíåé ãðàíèöû L

îòäåëÿþòñÿ äâå ñëàáûõ âîëíû Σδ1(t) è Σδ2(t) (ðèñ. 43, b), ïîñêîëüêó

óäàðíàÿ âîëíà ðàçãðóçêè íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. Ïåðâûé ôðîíò Σδ1(t)

äâèæåòñÿ ê öåíòðó ñôåðû ñî ñêîðîñòüþ a , êîîðäèíàòà åãî ôðîíòà ìå-

íÿåòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ r1 = R − a(t− t∗) , âòîðîé ôðîíò Σδ2(t)
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ñî ñêîðîñòüþ b è èìååò êîîðäèíàòû ôðîíòà r2 = R − b(t − t∗) . Ìåæ-

äó ñëàáûìè âîëíàìè Σδ1(t) è Σδ2(t) îáðàçóåòñÿ ñôåðè÷åñêèé ñëîé, ãäå

èíâàðèàíò J1 = 0 (ðèñ. 43, b). Ïîñêîëüêó èìåííî ïåðâûé èíâàðèàíò

îòâå÷àåò çà èçìåíåíèå îáúåìíûõ äåôîðìàöèé, ñëîé R − a(t − t∗) 6

r 6 R − b(t − t∗) , ãäå çíà÷åíèå J1 ðàâíî íóëþ, áóäåò îáëàñòüþ ïîñòî-

ÿííîé ïëîòíîñòè ( ρ/ρ0 = 1 ). Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàâåí-

ñòâî íóëþ ïåðâîãî èíâàðèàíòà J1 =
∂u

∂r
+ 2

u

r
â öåëîì íå îçíà÷àåò, ÷òî

äåôîðìàöèè â ýòîì ñëîå îòñóòñòâóþò, êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå ïëîñêèõ

îäíîìåðíûõ âîëí (ãëàâà 3). Øèðèíà îáëàñòè ìåæäó âîëíàìè Σβ(t) è

Σδ1(t) ïîñòîÿííà: r1 − rΣ = at∗ ; ìåæäó âîëíàìè Σδ1(t) è Σδ2(t) øè-

ðèíà ñëîÿ ðàñòåò ëèíåéíî ñî âðåìåíåì: r2 − r1 = (a − b)(t − t∗) ; ñëîé

ìåæäó ñëàáîé âîëíîé Σδ2(t) è ãðàíèöåé ñôåðû òàêæå ðàñòåò ëèíåéíî

ñî âðåìåíåì: R − r2 = b(t − t∗) . Çà âîëíîé Σδ2(t) ñðåäà ïåðåõîäèò â

ðàñòÿíóòîå ñîñòîÿíèå ( J1 > 0 ) (ðèñ. 43, b).

Ðåøåíèå â îáëàñòè II (ðèñ. 43, b) ìåæäó ñëàáûìè âîëíàìè Σδ1(t)

è Σδ2(t) áóäåì èñêàòü èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ïåðâîãî èíâàðèàí-

òà òåíçîðà äåôîðìàöèé â ýòîé îáëàñòè. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
∂u

∂r
+ 2

u

r
= 0 èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

uII(r, t) =
Z(t)

r2
.

×òîáû îïðåäåëèòü íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ Z(t) , âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâè-

åì íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà âîëíå Σδ1(t) :

uI
∣∣∣
ξ1
= uII

∣∣∣
ξ1
. (4.10)

Íà ôðîíòå Σδ1(t) ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé uI(r, t) ñ ó÷åòîì ñîîò-

íîøåíèÿ (4.2) ïðèìåò âèä:

uI =
Φ′(at∗)

R− a(t− t∗)
− Φ(at∗)

(R− a(t− t∗))
2 . (4.11)
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Çàâèñèìîñòè (4.5), (4.10) è (4.11) ïîçâîëÿþò íàéòè íåèçâåñòíóþ

ôóíêöèþ Z(t) :

Z(t) = R2φ(t∗) + a(V0 + A0at∗)(t− t∗).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è ìåæäó ñëàáûìè âîëíàìè ξ1(t) è

ξ2(t) èìååò âèä

uII(r, t) =
R2φ(t∗) + a(V0 + A0at∗)(t− t∗)

r2
. (4.12)

Â îáëàñòè III (ðèñ. 43, b) ìåæäó ñëàáûì âîëíîâûì ôðîíòîì Σδ2(t)

è ãðàíèöåé ñôåðû R ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì ñòðîèòü íà îñíîâå ïðåä-

ïîëîæåíèÿ, ÷òî Σδ2(t) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ âîëíîé. Òîãäà ôóíêöèþ

ïåðåìåùåíèé uIII(r, t) áóäåì èñêàòü â âèäå

uIII(r, t) =
F ′(r −R + b(t− t∗))

r
− F (r −R + b(t− t∗))

r2
. (4.13)

Íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ F (θ(r, t)) îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ íà ãðà-

íèöå ñôåðû u(R, t) = φ(t) . Äëÿ F ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåîäíîðîäíîå

óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

F ′(y) =
F (y)

R
+B0 +B1y +B2y

2, y = b(t− t∗), (4.14)

ãäå

B0 = Rφ(t∗), B1 =
R

b
φ′(t∗), B2 = R

ω0

2b2
.

Ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

F ′(y) =
F (y)

R
(4.15)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

F (y) = N(y)e
y
R . (4.16)
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Ïîäñòàâëÿÿ (4.16) â ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (4.14), ïîëó÷èì

åãî ðåøåíèå:

N(y) = −Re
y
R

(
B0 +B1(y +R) +B2(y

2 + 2Ry + 2R2)
)
+N0, (4.17)

ãäå N0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçóÿ (4.17), èç (4.14) ïîëó-

÷àåì ñîîòíîøåíèå äëÿ ôóíêöèè F (θ(r, t)) :

F (θ) = −R
(
B0 +B1(θ +R) +B2(θ

2 + 2Rθ + 2R2)
)
+N0e

θ/R, (4.18)

Íåèçâåñòíóþ êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ N0 â ñîîòíîøåíèè (4.18)

îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ñëàáîé âîëíå

ξ2(t) :

uII
∣∣∣
ξ2
= uIII

∣∣∣
ξ2
. (4.19)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.12), (4.13) è (4.18), çàïèøåì óñëîâèå (4.19) â

ôîðìå:

R2φ(t∗) + a(V0 +A0at∗)(t− t∗) = F ′(0)R− F (0)− F ′(0)b(t− t∗) (4.20)

ãäå

F (0) = −R(B0 +B1R + 2B2R
2) +N0,

F ′(0) = −R(B1 + 2B2R) +
N0

R
.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (4.20) èìååò ðåøåíèå, åñëè êîýôôèöèåíòû

ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ (t−t∗) ðàâíû, ò.å. èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé 
F ′(0)R− F (0) = R2φ(t∗),

−F ′(0)b = a(V0 + A0at∗).

(4.21)

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.21), ïîëó÷èì, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû,

F ′(0) = −R2

b
φ′(t∗), F (0) = −R3

b
φ′(t∗)−R2φ(t∗), (4.22)
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à ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñîîòíîøåíèÿ (4.18) èìååì:

F ′(0) = −R
(
B0 +B1R + 2B2R

2
)
+N0. (4.23)

Ñëåäîâàòåëüíî, êîíñòàíòà N0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

N0 =
R4

b2
φ′′(t∗),

ïîäñòàâëÿÿ êîòîðóþ â ñîîòíîøåíèå (4.18), ïîëó÷àåì:

F (θ) = D0 +D1θ +D2θ
2 +N0e

θ/R,

D0 = −R2φ(t∗)−
R3

b
φ′(t∗)−

R4

b2
φ′′(t∗),

D1 = −R2

b
φ′(t∗)−

R3

b2
φ′′(t∗), D2 = −R2φ′′(t∗)

2b2
.

(4.24)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ìåæäó ïîëó÷åííûìè âîëíîâûìè

ôðîíòàìè Σ(t) , Σδ1(t) , Σδ2(t) è ãðàíèöåé ñôåðû r = R ïðè t > t∗

èìååò âèä (ðèñ. 43, b):

u(r, t) =



0 ïðè 0<r6R−at,

Φ′(r−R+at)

r
−Φ(r−R+at)

r2
ïðè R−at6r6R−a(t−t∗),

R2φ(t∗)+a(V0+A0at∗)(t−t∗)

r2
ïðè R−a(t−t∗)6r6R−b(t−t∗),

F ′(r−R+b(t−t∗))

r
−F (r−R+b(t−t∗))

r2

ïðè R−b(t−t∗)6r6R,

ãäå

Φ(η) = −V0(η +R)− A0

2

(
η2 + 2Rη + 2R2

)
+R (V0 + A0R) eη/R,

à ôóíêöèÿ F (θ) âû÷èñëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (4.24).

4.2 Âîçíèêíîâåíèå ðàñõîäÿùèõñÿ âîëí

Ðàññìîòðèì ðàçíîìîäóëüíóþ óïðóãóþ ñðåäó, â êîòîðîé ðàñïîëî-

æåíî ñôåðè÷åñêîå îòâåðñòèå ðàäèóñà r0 . Äî íà÷àëà âîçäåéñòâèÿ ñðåäà
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íåäåôîðìèðîâàíà, ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 íà âíóòðåííþþ ãðàíèöó

ñôåðû äåéñòâóåò íàãðóçêà, ïðèâîäÿùàÿ òî÷êè ãðàíèöû ñôåðû â äâèæå-

íèå ïî çàêîíó (4.1), íî òåïåðü υ0 > 0 , ω0 < 0 (ðèñ. 44), ò.å. ñíà÷àëà

íà ãðàíèöó äåéñòâóþò ñæèìàþùèå óñèëèÿ, à ñ ìîìåíòà âðåìåíè t1 �

ðàñòÿãèâàþùèå.

t1 t2 t

0

(t)

'(t)

t*

Ðèñ. 44. Ôóíêöèè ïåðåìåùåíèÿ è ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ãðàíèöû ñôåðû â

ñëó÷àå îäíîìåðíûõ ñõîäÿùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí

Ðåøåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñõîäÿùèõñÿ ñôå-

ðè÷åñêèõ âîëí. Ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 îò ãðà-

íèöû ñôåðè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñðåäó ðàñõîäÿùàÿñÿ

âîëíà � áûñòðûé ïîëóñèãíîòîí Σβ(t) ñî ñêîðîñòüþ a , çà êîòîðûì ïðî-

èñõîäèò ñæàòèå ñðåäû. Ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé â îáëàñòè r0 6 r 6 r0+at

(çîíà I íà ðèñ. 45, a) èìååò âèä

uI(r, t)=


0 ïðè r0+at6r6∞,

H ′(r−r0−at)

r
−H(r−r0−at)

r2
ïðè r0<r6r0+at,

H(θ)=V0(θ+r0)−
A0

2
(θ2+2r0θ+2r20)+r0(A0r0−V0)e

θ/r0.

(4.25)
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(a)

J1

r0

a

u(r,t)

0I

r0 r0

(b)

J1

r0

aab

u(r,t)

0IIIIII

Ðèñ. 45. Âîçíèêíîâåíèå ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè â ñëó÷àå îäíî-

ìåðíûõ ðàñõîäÿùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí: (à) � ðåøåíèå çàäà÷è ïðè 0 6 t 6 t∗ ,

(b) � ðåøåíèå çàäà÷è ïðè t > t∗

Ïåðâûé èíâàðèàíò òåíçîðà äåôîðìàöèé J1 â îáëàñòè r0 < r 6

r0 + at îòðèöàòåëüíûé. Ñìåíà çíàêà èíâàðèàíòà ïðîèñõîäèò â ìîìåíò

âðåìåíè

t∗ = −r0
a
ln

A0r0
A0r0 − V0

< t1.

Òàêèì îáðàçîì, J1 ìåíÿåò çíàê ðàíüøå, ÷åì ìåíÿåòñÿ âèä íàãðóçêè

íà ãðàíèöó ñôåðè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ. Â ìîìåíò âðåìåíè t∗ îò ãðàíè-

öû ñôåðè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ ðàäèóñà r0 îòäåëÿþòñÿ äâà ñëàáûõ ôðîí-

òà: áûñòðûé âîëíîâîé ôðîíò Σδ1(t) ñî ñêîðîñòüþ a è ìåäëåííûé �

Σδ2(t) � ñî ñêîðîñòüþ b . Ìåæäó ñëàáûìè âîëíàìè Σδ1(t) è Σδ2(t) , êàê

è â çàäà÷å î âîçíèêíîâåíèè ñõîäÿùèõñÿ âîëí, îáðàçóåòñÿ ñôåðè÷åñêèé

ñëîé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ( ρ/ρ0 = 1 ),

ãäå èíâàðèàíò J1 = 0 . Øèðèíà îáëàñòè ìåæäó âîëíàìè Σβ(t) è Σδ1(t)

ïîñòîÿííà, à ìåæäó ïðîñòûìè âîëíàìè è ìåæäó ñëàáîé âîëíîé Σδ2(t)
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è ãðàíèöåé ñôåðû ðàñòåò ëèíåéíî ñî âðåìåíåì. Çà âîëíîé Σδ2(t) ñðåäà

ïåðåõîäèò â ðàñòÿíóòîå ñîñòîÿíèå (J1 > 0) (ðèñ. 45, b). Ðåøåíèå çàäà-

÷è ìåæäó ïîëó÷åííûìè âîëíîâûìè ôðîíòàìè Σ(t) , Σδ1(t) , Σδ2(t) è

ãðàíèöåé ñôåðû r = r0 ïðè t > t∗ èìååò âèä

u(r, t)=



0 ïðè r0+at6r6∞,

H ′(r−r0−at)

r
−H(r−r0−at)

r2
ïðè r0+a(t−t∗)<r6r0+at,

r20φ(t∗)+a(V0+A0at∗)(t−t∗)

r2
ïðè r0+b(t−t∗)6r6r0+a(t−t∗),

Φ′
1(r−r0−b(t−t∗))

r
−Φ1(r−r0−b(t−t∗))

r2

ïðè r06r6r0+b(t−t∗),

ãäå

Φ1(θ) = K0 +K1θ +K2θ
2 +N1e

θ/R,

K0 = −r20φ(t∗) +
r30
b
φ′(t∗)−

r40
b2
φ′′(t∗),

K1 = −r20
b
φ′(t∗)−

r30
b2
φ′′(t∗), K2 = −r20φ

′′(t∗)

2b2
, N1 =

r40φ
′′(t∗)

b2
.

à ôóíêöèÿ H(θ) âû÷èñëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (4.25).

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåííûå â ýòîé ãëàâå ðåøåíèÿ êðàåâûõ

çàäà÷ ïîêàçûâàþò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ

îäíîìåðíûõ ñôåðè÷åñêèõ âîëí [43] â êóñî÷íî-ëèíåéíîé ðàçíîìîäóëüíîé

ñðåäå îò ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ñ ïëîñêèìè ïîâåðõíîñòÿ-

ìè ðàçðûâîâ [45].
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Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

� èñõîäÿ èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, îïèñûâàþùèõ äèíàìè÷åñêîå äå-

ôîðìèðîâàíèå èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæå-

íèè, ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé äëÿ óïðóãèõ

ñðåä ñ óñëîæíåííûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (íåñæèìàåìàÿ íåëè-

íåéíî-óïðóãàÿ ñðåäà, ðàçíîìîäóëüíàÿ ñðåäà Ìÿñíèêîâà-Îëåéíèêîâà,

ðàçíîìîäóëüíàÿ ñðåäà áåç ýôôåêòà äèëàòàöèè, ðàçíîìîäóëüíàÿ ñðåäà

ñ ðàçëè÷íûì ñîïðîòèâëåíèåì ñäâèãó âäîëü âûáðàííîé îñè);

� â ðàìêàõ ìîäåëè íåñæèìàåìîé íåëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû ïîëó-

÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå àâòîìîäåëüíîé çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè

äâóõ èäóùèõ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ïëîñêèõ ñäâèãîâûõ óäàðíûõ âîëí,

ïîëÿðèçîâàííûõ â ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ; ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èõ îòðàæå-

íèè ôîðìèðóåòñÿ äâå ãðóïïû âîëíîâûõ ôðîíòîâ - óäàðíûõ è ïðîñòûõ

âîëí Ðèìàíà; óêàçàíû êðèòåðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà ýòàïå ïîñòàíîâ-

êè çàäà÷è òèïà âîçíèêàþùèõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ (óäàðíûé èëè ñëàáûé)

èñõîäÿ èç íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (èíòåíñèâíîñòè è íàïðàâëåí-

íîñòè ñäâèãîâ íà âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëíàõ);

� â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðå-

äû Ìÿñíèêîâà-Îëåéíèêîâà íà îñíîâå ââåäåííîé êëàññèôèêàöèè îáîá-

ùåííûõ ðåøåíèé îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷åíû àíàëèòè-

÷åñêèå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî îäíîîñ-

íîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ðàçíîìîäóëüíîé óïðóãîé ñðåäû: î âîçíèêíîâåíèè

óäàðíîé âîëíû è îáëàñòè ïîñòîÿííûõ ïåðåìåùåíèé ñî ñëàáûìè âîëíà-

ìè â êà÷åñòâå ïåðåäíåãî è çàäíåãî ôðîíòîâ ïðè óäàðíîì íàãðóæåíèè

ãðàíèöû óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, îá îòðàæåíèè ïëîñêîé îäíîìåð-
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íîé âîëíû îò æåñòêî çàêðåïëåííîé ãðàíèöû ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî

ñëîÿ, îá îòðàæåíèè ïëîñêèõ îäíîìåðíûõ âîëí ñæàòèÿ è ðàçðÿæåíèÿ îò

ñâîáîäíîé ãðàíèöû ðàçíîìîäóëüíîãî óïðóãîãî ñëîÿ; óêàçàíû ïðèíöèïè-

àëüíûå îòëè÷èÿ ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îò èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ àíàëî-

ãè÷íûõ çàäà÷ êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè;

� ïîëó÷åíî ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîé êðàåâîé çàäà÷è îá óäàðíîì

ñäâèãå íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà â íåñæèìàåìîé ðàçíîìîäóëüíîé

ñðåäå, ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ â îáîáùåííîì ðåøåíèè

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óäàðíûõ âîëí, îáëàñòåé íåäåôîðìèðîâàííîãî ìà-

òåðèàëà;

� â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàçíîìîäóëüíîé ñðåäû, ñâî-

áîäíîé îò ýôôåêòà äèëàòàöèè (âçàèìíîãî âëèÿíèÿ îáúåìíûõ è ñäâèãî-

âûõ äåôîðìàöèé ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ãðàíè÷íûõ âîçìóùåíèé) ïîëó÷å-

íî ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ î ñõîäÿùèõñÿ è ðàñõîäÿùèõ-

ñÿ îäíîìåðíûõ ñôåðè÷åñêèõ âîëíàõ; ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâå-

íèÿ ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ïðè íàãðóæåíèè ñôåðè-

÷åñêîé ãðàíèöû ïî òèïó ¾ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå¿ è ¾ñæàòèå-ðàñòÿæåíèå¿,

ïðè ýòîì ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ ñëîÿ â ïåðâîì ñëó÷àå îòñòàåò îò ìî-

ìåíòà ñìåíû çíàêà ãðàíè÷íûé íàãðóçêè (ýôôåêò ¾çàïàçäûâàíèÿ¿) è

íàîáîðîò, îïåðåæàåò âî âòîðîì ñëó÷àå.
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